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1 はじめに

私たちは普段ものにあふれた生活を送っている．壊れ
たものは捨てられ新しいものにかえられる．しかし私た
ちが日常生活では目にしないようないくつものユニット
で構成されている大型で高価なものを考えると，ある部
分が故障したからといってすべてを安易に新しくする
ことはできない．そこで私たちはそのようなものの取替
方法を考え，そして取替の最適なタイミングを考察して
いく．
現在，様々な取替問題が考えられている．本研究では
まず既存の取替問題について理解を深め，その知識から
新たな取替問題について研究していく．

表記　

本研究で使用する記号の説明を以下に記す．
c1：事後取替費用
c2：事前取替費用
C(T )：単位時間当りの期待費用
F (T )：ユニットの故障時間分布
F̄ (T ) = 1− F (T )

2 取替問題

ここでは年齢取替，ブロック取替，小修理を伴うブ
ロック取替といった３つの取替問題について議論する．
2.1 年齢取替
定期的な取替期間 T を決め，その期間 T が経過する，
もしくは故障が起こった場合取替るというモデルであ
る. ただし,期間 T を経過する前に故障した場合，故障
したときの履歴をとり，そこから期間 T を計ることが必
要である. これにより，取替たばかりのほぼ新品の商品
を取替てしまうことを防ぐことができるが，取替の記録
を取っておくことが必要であり維持，管理が複雑になり
費用も増加する.
この場合，C(T )は以下のように求めることができる.
単位時間当りの期待費用は，

期待費用
期待時間

(1)

である.この場合，一周期の期待費用は，

c1F (T ) + c2F̄ (T ) = c1 − (c1 − c2)F̄ (T ) (2)

である．すると期待時間は，

∫ T

0

tdF (t) + T F̄ (T ) =
∫ T

0

F̄ (t)dt (3)

となるので，求める C(T )は，

C(T ) =
c1 − (c1 − c2)F̄ (T )∫ T

0
F̄ (t)dt

(4)

となる．このとき，C(T ) を最小にする T を考えると
ある周期 T ∗ の時に最小の C(T ∗) を得る ([1] 参照)．
c1 > c2 で F (t) は密度をもち，故障率を λ(t) とする．
式 (4)を微分して 0とおくと，

λ(T )
∫ T

0

F̄ (t)dt− F (T ) =
c2

c1 − c2
(5)

となる．さらに λ(t)が連続な単調増加関数であり，

λ(∞) >
λc1

c1 − c2
(6)

ならば，

C(T ∗) = (c1 − c2)λ(T ∗) (7)

となる ([2]参照)．
2.2 ブロック取替
定期的な取替期間 T，2T，3T，..... を決め, たとえ期
間の直前に故障し，新品に取替たとしても, 期間が来れ
ば取替る．これにより，年齢取替のように交換の記録を
取っておく必要性がなく維持が簡単である．しかし，ま
だ取替たばかりの新品同様の状態でもを取替てしまう可
能性があり年齢取替より費用が高くなってしまう事もあ
る．この場合の単位時間当りの期待費用は M(T ) を再
生関数，m(T )を密度関数として，以下のように求める.
一周期当たりの期待費用は，

c1M(T ) + c2 (8)

となる. 期待時間は T であるので, (1)より求める C(T )
は，

C(T ) =
c1M(T ) + c2

T
(9)

となる. F (t)が密度をもつときは，

m(t) =
dM(t)

dt
(10)

とおき，(9) を T で微分し，0 とおくことで最適な T ∗

は，

C(T ∗) = c1m(T ∗) (11)

のようになる ([2]参照)．



2.3 小修理を伴うブロック取替
ブロック取替では，故障するたびに新品に取替たが小

修理を伴うブロック取替では応急的に修理を施し，とに
かく機能を回復させることを考える. ただし，あくまで
も応急的であることに注意する．つまり時間 tのときに
故障率 λ(t) のユニットが故障した場合，修理した直後で
あっても故障率は λ(t) のままであると仮定する．この
ように小修理とは故障率をかえない修理のことである．
一周期における小修理の期待回数は，時間 tの間に小
修理を n回行う確率を Pn(t)とし，(t, t + ∆t)の間で故
障する確率が λ(t)∆tとなるので，

Pn(t + ∆t) = Pn(t){1− λ(t)∆t}+ Pn−1(t)
λ(t)∆t, n = 1, 2… (12)

∆t→ 0とすると

dPn(t)
dt

= −λ(t)Pn(t) + λ(t)Pn−1(t), n = 1, 2…(13)

となる微分方程式を得る．これを初期条件のもとで解
くと，

Pn(t) =
e−Λ(t){Λ(t)}n

n!
, n = 0, 1… (14)

となる．ただし，

Λ(T ) =
∫ t

0

λ(x)dx (15)

である．(0, t)間の小修理期待回数は，
∞∑

n=1

nPn(t) = e−Λ(t)Λ(t)
∞∑

n=0

{Λ(t)}n

n!
= Λ(t) (16)

となる．cm を小修理 1 回にかかる費用とすると，一周
期当りの期待費用は，

cmΛ(T ) + c2 (17)

となり，極限状態における C(T )は，

C(T ) =
cmΛ(T ) + c2

T
(18)

となる．次に式 (18)を微分して 0とおくと，

Tλ(T )−
∫ T

0

λ(t)dt =
c2

cm
(19)

となる．λ(t)が連続で，単調増加関数ならば，

C(T ∗) = cmλ(T ∗) (20)

となる．
2.4 3取替の考察
これまでに 3つの代表的な取替方法について議論して
きた．これまで議論してきた年齢，ブロックの 2つの取
替方法の長所，短所から年齢取替は取替対象が小数個の
場合，または複数個で価格が高価な場合，ブロック取替
は複数個で価格が安価な場合に適用することがよいと推
測される．

3 発注問題

取替を行う場合，取替る商品が無限に存在するわけで
はない．そのためあらかじめ商品を発注しておき，効率
よく取替ることができるための発注問題について考える
(以下 [4]参照)．
3.1 発注 1(在庫する場合)

この発注方法では発注した商品が到着すると，いった
ん在庫する．そして，期間 T が経過するか故障した場
合，在庫してあった商品と取替る ([3] 参照)．この発注
方法を考える際，一周期当りの期待費用は以下の 3点か
ら得ることができる．ただし k1 を単位時間当りの在庫
不足にかかる費用，k2 を単位時間当りにかかる在庫の維
持費用，Lを発注してから商品が届くまでの時間， 1

λ を
平均稼働時間とする．

不足費用 在庫品切の時にかかる費用

k1

[∫ T

0

LdF (t) +
∫ T+L

T

(T + L− t)dF (t)

]

= k1

∫ T+L

T

F (t)dt (21)

在庫費用 在庫維持にかかる費用

k2

∫ ∞

T+L

(t− T − L)dF (t) = k2

∫ ∞

T+L

F̄ (t)dt (22)

発注費用 発注にかかる費用

c1F (T ) + c2F̄ (T ) (23)

以上から一周期当りの平均時間は，

∫ T

0

(L + t)dF (t) +
∫ T+L

T

(T + L)dF (t)

+
∫ ∞

T+L

tdF (t) =
1
λ

+
∫ T+L

T

F (t)dt (24)

となる．ただし，

1
λ

=
∫ ∞

t

dF (t) =
∫ ∞

0

F̄ (t)dt (25)

である．以上から一周期当りの期待費用は，

C1(T ) =
k1

∫ T+L

T
F (t)dt+k2

∫∞
T+L

F̄ (t)dt+c1F (T )+c2F̄ (T )

1
λ +

∫ T+L

T
F (t)dt

(26)

となる．



3.2 発注 2(在庫しない場合)

この発注方法は基本的には発注 1 と同じ仮定を持つ
が異なる点としては配達された商品を在庫しない点であ
る．発注した商品が届いた時点で，たとえ動作している
ものであっても取替る．この方法の利点として在庫品の
管理にかかる労力，スペースを省略することが挙げられ
る．この発注方法は在庫の管理を必要としないため，在
庫費用は 0となる．これをふまえて一周期当りの期待費
用を求めると，

C2(T ) =
k1

∫ T+L

T
F (t)dt + c1F (T ) + c2F̄ (T )

L +
∫ T

0
F̄ (t)dt

(27)

となる．

4 品切および部品補給を考慮した取替

このモデルはシステムの一部品が k 個故障すると，全
体のシステムが故障するモデルとする．途中で故障した
としてもその場で取替を行わずに T まで放置する．そ
して，期間 T の経過と同時に取替を行う．このとき品切
費用を s，部品 k 個以上故障した場合故障 1個にかかる
費用を pとする．一周期当りの期待費用は，

c2 + s

∫ T

0

F (T )dt + p




∞∑

j=k+1

(j − k)
(kλT )j

j!
e−kλT




(28)

となる．次に一周期当りの期待費用を T で割ることで
単位時間当りの期待費用を求める．よって単位時間当り
の期待費用 C(T )は，

c2 + s
∫ T

0
F (T )dt + p[

∑∞
j=k+1(j − k) (kλT )j

j! e−kλT ]

T
(29)

となる．
4.1 解析
この取替はポアソン過程で故障し，k−Erlang 分布

（パラメータ kλの指数分布における k個の和の分布）に
おけるパラメータを k とする．よって F (T )は，

F (T ) =
∞∑

j=k

(kλT )j

j!
e−kλT (30)

となる．次に計算を容易にするため Mathematica を
用いて不完全ガンマ関数によってあらわす．

∫ T

0
F (T )dt

を解くと，
∫ T

0

F (T )dt =
∞∑

j=k

1
j!

∫ T

0

(kλT )je−kλT dt

= e−kλT T{ekλT − ekλT γ(k, kλT )
Γ(k)

}

= T{1− γ(k, kλT )
Γ(k)

} (31)

となる．次に，
∑∞

j=k+1(j − k) (kλT )j

j! e−kλT を解くと，

∞∑

j=k+1

(j − k)
(kλT )j

j!
e−kλT

= kλT
∞∑

j=k+1

(kλT )j−1

(j − 1)!
e−kλT − k

∞∑

j=k+1

(kλT )j

j!
e−kλT

= e−kλT {ekλT kλT − ekλT kλTγ(k, kλT )
Γ(k)

}

−ke−kλT {ekλT − ekλT γ(1 + k, kλT )
Γ(1 + k)

}

= k

[
λT{1− γ(k, kλT )

Γ(k)
} − 1 +

γ(1 + k, kλT )
Γ(1 + k)

]
(32)

となる．ただし，不完全ガンマ関数を，

γ(a, x) =
∫ x

0

ta−1e−1dt (33)

Γ(a, x) =
∫ ∞

x

ta−1e−1dt (34)

とする．よって (31)，(32)式より C(T )は，

C(T ) =
c2

T
+ s{1− γ(k, kλT )

Γ(k)
}

+
pk

T

[
λT{1− γ(k, kλT )

Γ(k)
} − 1 +

γ(1 + k, kλT )
Γ(1 + k)

]

(35)

となる．
4.2 考察
4.2.1 具体例を挙げて考える
平均稼働時間が 1年，システムダウンのとき，1年当

りにかかる費用を 10 万円，1 ユニットが故障するごと
にかかる費用を 20 万円，周期が経過したときにシステ
ムを取替る費用を 50 万円とするとき，多くのユニット
からなる 1つのシステムを考える．すると，T と C(T )
の関係は以下のようになる．ただしこのとき，単位を T

年，C(T )万円とする．

図1．この例の最適費用



このとき，最適な取替周期は 0.825年，つまり 9.9ヶ
月で，そのときの 1年当りにかかる期待費用は，75.9万
円となる．
次にこのときの収束地点について考える．次の図 2は

取替周期 T を大きくしても，単位時間当りの期待費用は
およそ 200 万円に収束していることをあらわしている．
つまり，10年ごとに取替ても，20年ごとに取替ても，1
年当りにおよそ 200万円必要なのである．

図2．この例の収束地点

4.2.2 この取替問題から分かること
これまでに私たちは，この取替問題について，パラ
メータを固定することで得られるグラフについて理解を
深めた．平均稼働時間が長くなるほど，最適な期待費用
も小さくなることが分かる．k=10のとき，最適な期待
費用 C(T ∗)が最大になっている．kの値は，故障時間の
分布をあらわし，k が大きくなるにつれて故障時間の散
らばりがなくなっていくというものであった．つまり，
故障時間が予測可能である方が期待費用は小さくなって
いくのである．また k が小さいとき，つまり故障時間の
予測が立てにくいとき，期待費用が若干小さくなってい
る．これは長持ちする部品が増えることによって期待費
用が小さくなるからだと考えられる．

s，pにおいては費用をあらわすパラメータなので，小
さい方が，より小さな期待費用 C(T ∗)を得る．
以上から

1. 故障しにくい物の方が期待費用は小さくなる．
2. 故障時期が予測しやすい物の方が期待費用は小さ
くなる．

3. 品切費用が小さい物の方が期待費用は小さくな
る．

4. 部品故障にかかる費用が小さい方が期待費用は小
さくなる．

ということが言える．
また，4つのパラメータについて解析したグラフを見

てみると，全てのグラフがある地点に収束していること
が分かる．これらの標本からおそらく，pkλへと向かっ
て収束していると思われる．

5 おわりに

本研究で最も力を注いだ分野は品切および部品補給を
考慮したブロック取替である．本研究では最適な期待費
用を求めるために与えられた期待費用を求める一般式
を解析的に解くことを断念し，Mathematicaを用いて
一般式を不完全ガンマ関数を用いた式に変形した．その
式で品切費用，平均故障時間，部品の故障個数，故障部
品 1 個当りにかかる費用の 4 つのパラメータの値を変
化させ，それら様々な条件下において変数を代入した一
般式をさらにMathematicaでグラフ化することによっ
て最適な期待費用を求めた．今回の数式はそのままの
形では複雑であったが，Mathematicaを用いることで
k-Erlang 分布であらわされている一般式を不完全ガン
マ関数を用いた式に変形しパラメータを代入することで
グラフ化することができた．またパラメータを変化させ
ることでさまざまな場合における具体例を挙げることが
できたのでMathematicaが本研究において非常に大き
な助けとなった．
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