
セルオートマトンを用いた
砂時計のCGシミュレーションに関する研究

2004MT032礒部 浩誠 2004MT063 水野 志保 2004MT075 岡田 佳子
指導教員 金 知俊

1 はじめに

現在,進歩した CGの技術を利用し,規模の大きい自然
物や物理現象が再現されてきている. その中でも水や空
気などの流体を用いたシミュレーションは多く研究され
ているが,コンピュータの発展により,最近では流体を無
数の粒子の集合として扱うことができるようになった.
流体に比べて粉体の研究は少ないが, 技術の発展により
コンピュータは大きな計算能力をもつようになった. こ
れにより, 様々な装置内で運動する粒子挙動が見られる
ようになり, 粉体現象の研究や論文などに有効なツール
として粉体シミュレーションが注目されている. 砂時計
は砂粒の崩壊,落下,蓄積などの様子を観察できるのでシ
ミュレーションの題材として非常に興味深い.しかし,砂
時計のシミュレーションを行っている研究はさほど多く
ないので,我々はこれに取り組むことにした.本研究では
砂時計における砂粒の落下と減少, それに伴う崩壊や蓄
積といった砂の挙動をシミュレーションすることを目的
とし,セルオートマトンを用いて,砂の蓄積,崩壊を二次
元で表現する数値モデルを作成した.

2 粉体の計算手法

粉体のシミュレーションを行なう上で考えられる手法
は有限差分法,有限要素法, SPH法,そして,本研究で用
いたセルオートマトン法がある. 以下にこれらの手法に
ついて説明する (図 1).
2.1 計算手法の比較

1. 有限差分法 (Finite Difference Method, FDM)
微分を差分商で近似することにより微分方程式
を解く方法. 流体の基礎方程式で記述されている
一次導関数をテイラー展開から導き出された式に
よって表すことで離散化を行う手法.

2. 有限要素法 (Finite Element Method, FEM)
複雑な形状, 性質を持った連続体を要素で分割し
計算する方法. 領域全体の支配方程式を小領域に
分割し, 各小領域には比較的単純で共通な補間関
数を用いながら全体の補間精度を上げることが可
能である. 解析領域全体の弱形式は積分で表され
るため, 各々の要素内の積分の総和としても表せ
る.利点は,複雑な形状であってもメッシュに分割
できれば解析ができるという点である.

3. SPH法 (Smoothed particle hydrodynamics)
流体を粒子要素で分割し, これらの要素と運動が
連続体力学に基づく支配方程式を満たすようにし
て処理する. 流動する粉体は連続体的取り扱いが

可能であるものとし, 対象とする粉体を多数の粒
子を含む粉体要素の集合で表現する.次に,それぞ
れの粉体要素の運動をラグランジュ的に追跡し,
粉体挙動のシミュレーションを行なう方法.

4. セルオートマトン法
格子状のセルと単純な規則からなる離散的計算モ
デル. このモデルは非常に単純化されたモデルで
あるが複雑な自然現象を表現することができる.
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図 1 様々な計算手法

我々は他の手法に比べ単純な手順であり, 計算時間も
少なくてすむことからセルオートマトンを選んだ.
2.2 セルオートマトン法
同じ大きさの正方形 (セル)で区切られた面があり,各

セルに白または黒の石をおくことを想定する. 隣のセル
の状態によって, 各セルの状態が変わるとしてその変わ
り方の規則を定める.各時間において石の並べ方を決め,
その操作を繰り返すとある時間からこれ以上変わらない
パターンとなる. この手順がセルオートマトン法の原型
であり,その特徴は以下のようになる.

• 同じ大きさの均一なセルを想定する
• 白と黒の 2値だけではなく,各セルは k 種類の状
態 (色)をとることができる

• 次の時間のセルの状態は現在の状態と隣り合うセ
ルの状態だけの局所的な規則による

• でき上がるパターンは初期のセル状態と適用する
規則によって決まる

セルオートマトン法は非常に単純な手順と簡単な規則
から成り立っているが, 複雑なパターンを生み出すこと



ができる.セルを横一列に並べたものが一次元モデルで,
一次元セルの並び方の初期状態と状態変化の規則を設定
し,各セルの時間ステップ後の変化の例を図 2に示す.こ
れにより得られた結果を縦に並べると模様が現れ, その
パターンは二次元の特徴を備えている.
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図 2 一次元セルオートマトン法によるセル配列の時間変化例

また, 一次元のセルオートマトンモデルを一般化する
と,セルの位置座標を i,時間を tとし,各セルの状態は 0
から k − 1までの k 個のうちから一つをとる.位置 iの
セルの時間ステップ tでの状態を ai

t で表す.セル iの次
の時間ステップ t + 1の状態 ai

t+1 は,隣りのセルとして,
ai−r

t から ai+r
t までの 2r + 1個を考慮し,隣りのセルの

状態を変数とする関数 F によって与えられる.

ai
t+1 = F (ai−r

t , ai−r+1
t , · · · , ai

t, · · · , ai+r−1
t , ai+r

t ) (1)

式 (1) セル iの時間ステップ t + 1 の状態は近傍のセ
ルの時間ステップ tの状態から決定される [2].

3 砂時計のモデル化

本研究では, 砂時計の挙動を以下の 3 領域に分けてモ
デル化し,シミュレーションを行う.

• 砂粒の減少による流れ
• 砂粒の落下
• 砂粒の堆積による崩れ

3.1 砂粒の流れと崩壊
3.1.1 粒子の挙動
本研究では, 砂の挙動のシミュレーションによる砂時

計の再現を目的としている.そのため,砂粒の流れと崩壊
の挙動を表すモデルとして, 一次元砂山オートマトンを
用いて粉体の複雑な運動パターンを表現する. 一次元砂
山オートマトンは単純な粉体オートマトンモデルの代表
的なもので, 一次元のセルに砂柱の高さを状態量として
格納し,隣り合う砂柱の高さの差 Lが限界値を越えると,
安定を失って左右どちらかに崩れ, 隣のセルとの高さの
差を小さくするように砂粒の再配分が行われるルールを
設定したものである (図 3)[3].セルオートマトンを用い
れば, 単純なルールで複雑な粉体の現象を再現すること
ができる. 本研究でも文献 [1] の手法を元に単純なルー
ルで砂時計の砂を再現することにした.
本研究で砂時計を表すために用いている一次元砂山

オートマトンのルールは,以下の 3点である.

• 隣り合うセルのみを比較
• Lが既定の高さ以上のとき崩壊
• 崩壊する場合 L/2が隣のセルに移動
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図 3 一次元砂山オートマトン

本研究では,砂時計の上部,下部それぞれを一次元砂山
オートマトンで表現する. セルオートマトンを用いるこ
とによって, 連続体力学に基づいた粒子間の相互作用の
力などは考慮されなくなるが, セルに含まれる粒子の動
きは追うことができる. 砂時計の上部で考えてみると,1
粒の砂が落ちると実際にはその空いたスペースに様々な
場所から砂粒が入り込み複雑な力の働きや挙動をする.
それによって膨大な計算時間が必要になる. それに対
し, セルオートマトンでは領域が格子で分かれているの
で,砂粒が落下した場合,その列の領域の砂の量が少なく
なるだけなので,容易に砂の挙動を求めることができる.
従って, 他の粉体シミュレーションの手法に比べて計算
時間が少なくてすむ (図 4).
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図 4 オートマトンの利点

3.1.2 境界線
砂時計の容器の範囲内でのみ砂粒の移動を行うように

するため,容器を表す境界線を設定し,上部の砂柱の長さ
が境界線を上回っている場合と下部の砂柱の長さが境界
線を下回っている場合にセル間での砂粒の移動を行う.
なお, 砂時計の容器の境界線を描く際にはシグモイド

曲線を利用した (図 5).

y =
a

1 + be−kx
(2)



式 (2)を逆関数にすると以下の式が得られる.

y =
1
K

log
a − x

bx
+ h (3)

よって式 (3)より,境界線を設定した.但し, a, b, k, h

は任意の係数および定数である.

y = 0

y = a
y(1) = a * k / 4
y(2) = 0

a = 1, b = 1, k = 2

(x0, a/2)

逆関数にして
砂時計型に

b * e         = 1-k * x0

図 5 シグモイド関数

また,境界線と砂柱が重なることにより,セルに格納さ
れている値が整数ではなくなる.これより,セルに格納さ
れている値は砂粒の個数ではなく, 砂柱の高さというこ
とになる.
3.2 砂粒の落下
砂時計上部からの砂粒の落下は自由落下運動を用い

る. 砂粒は自由落下により下降していき, 下の砂山の頂
上にぶつかった時点で砂山に融合する. この砂粒と砂山
の衝突を以下のステップにより判定する (図 6).

• ステップ 1
砂粒が上部から落下したらそのセルから落下した
分の高さを引く

• ステップ 2
砂粒の位置 y を自由落下運動の式により求める

• ステップ 3
その時点での下部の砂山の中心部の高さ dを確認

• ステップ 4
y ≥ dならば衝突しない → ステップ 2

• ステップ 5
y < d ならば衝突する → 下部の砂山の中心部の
高さに堆積した分を足す

落下した分減少

砂粒の位置y

砂山の位置d

図 6 砂粒の落下の様子

なお, 上部から砂粒が落下する際, 砂時計の容器の側
壁にかかる圧力は容器内の砂粒の量によらないので, 砂

粒が上部から下部に向けて流れ落ちる速度は, 容器内に
残っている砂粒の量に無関係に一定である [4]. これに基
づき,一定時間毎に一定量の砂粒を上部から落下させた.

4 シミュレーション結果

3 章のモデルをプログラムとして実装し, シミュレー
ションを行った. 画像表示には EGGX ライブラリを用
いた [5]. シミュレーションの結果を図 7に示す.

  (b) 90秒後   (c) 180秒後  (a) 0秒後

図 7 シミュレーション結果

4.1 計算条件
本研究では, 高さ 10cm, 横幅 5cm の砂時計を想定し

ている.砂柱のセル配分は 101分割で,その中で中央の 3
つのセルから砂が落下するようになっている.また,セル
の高さの変化量は横幅の 1/3ずつとし, Lが崩壊する値
が 2 であることから, 安息角 (砂山が崩壊しない最大傾
斜角度)は 18.43◦ と求められる.時間刻みは 0.05秒とす
る.なお,砂の総量とは,各セルに格納されている高さの
合計である.それを擬似的に砂の総量とみなす.
4.2 形状・傾斜・時間の変化による挙動の比較
本研究では, 容器の形状として (a) シグモイド関数を
用いた砂時計, (b)傾斜角 45.00◦ の直線を用いた砂時計,
(c)二次曲線を用いた砂時計の 3種類の 3分時計を用意
した (図 8).この 3種の砂時計の動きを比較してみると,
ほぼ同じような動きをした.また,それぞれの砂の総量を
比較した結果を表 1 に示す. これより, 砂の落ちきる時
間は容器の形状に左右されず, 砂の総量で決定されるこ
とが確認できた.

表 1 形状の違いによる砂粒の総量の比較

形状 (a) シグモイド (b) 直線 (c) 二次曲線

砂の総量 14094.83 14238.00 14077.60

次に,傾斜角による速度の違いを観察するために,一番
傾斜角の違いが分かりやすい (b)で, 表 1と砂の量を同
じ値に設定し, 容器の傾斜角が 18.43◦, 33.69◦ の場合を
比較した. それぞれの砂が落下しきる時間を比較した結
果を以下の表 2 に示す. これより, 容器の傾斜角がゆる
やかになると砂粒が落下しきる時間が長くなることが分



(a)シグモイド関数 (b)直線 (c)二次曲線

図 8 3種類の形状による比較

かる.これは,砂柱の崩壊の仕方による違いである. 3.1.1
節で述べたように, 実際の砂時計と本研究のシミュレー
ションには図 4 のように砂粒の流出の仕方に違いがあ
る. これより, 実際の砂時計では砂粒が一定の間隔で流
れ続けるのに対し, 本研究で行ったシミュレーションで
は砂山の勾配が安息角に到達した部分で一時的に崩壊が
停止してしまい, それによって落下部分への砂粒の供給
が不足し落下が断続的になる場合があり, 流出速度が低
下してしまったからと考えられる.

表 2 傾斜角の違いによる落下時間の比較

傾斜角 18.43◦ 33.69◦ 45.00◦

落下時間 276.70 200.85 180.25

さらに,時間の違いを観察するために, (a)の砂時計の
1分時計と 3分時計と 4分時計を比較した. 砂粒の動き
に注目すると, 3 つの間に特に大きな相異点は見られな
かった.また, 砂の総量は表 3より,１分時計は 3分時計
の約 1/3, 4分時計の約 1/4であることが分かる.これよ
り, 砂の総量と砂が落下しきる時間はほぼ比例している
ことが分かる.

表 3 時間の違いによる砂粒の総量の比較

時間 １分 3分 4分

砂の総量 4539.11 14094.83 18648.83
比率 1 3.1 4.1

4.3 考察
4.2 節での比較の結果では, 以下のような挙動が見ら

れた.

1. 形状の違いによる落下時間の変化は見られない
2. 傾斜角がゆるやかだと砂粒の流出速度が徐々に
低下

3. 砂粒の総量と砂粒が落ちきる時間は比例

1, 3 は, 砂時計の動きとして実際に見られる挙動であ
り,これらについては,本研究で作成した砂時計のモデル

は実際の砂時計に近い挙動を再現できている.しかし, 2
は,実際の砂時計の挙動とは異なる動きである. 3.1.1節
では, 図 4 のような砂粒の流出の仕方の違いによる計算
時間の削減という利点を述べているが, その違いによっ
て 2 のような実際の挙動と異なった結果が生まれてし
まった.

5 おわりに

本研究では, 粉体の動きを観察できる例として砂時計
のシミュレーションをセルオートマトンを用いて行っ
た. 砂の量をセルの高さという情報で扱い, 砂柱の崩壊
やそれに伴う蓄積を高さの変化で表した.そして,落下中
の砂の挙動を考慮した上で砂の崩壊, 落下, 蓄積を表現
した. セルオートマトンを用いたことで, 容器の形状を
変更したときの砂粒の挙動の違いがないこと, 砂粒の量
のみによる時間の変化など,砂時計の挙動を再現できた.
しかし, 容器の側壁の傾斜角の変化によって, 砂粒の崩
壊の早さや砂粒が落ちきる時間に変化が発生してしまっ
た.これは,実際の砂時計では容器の形状によらず砂の量
のみで時間が決定されると考えられるので, 実際の砂時
計の動きを完全に再現できなかったといえる.
改善すべき点としては, 砂粒が落下する際の砂時計の

上部での動きである. 本研究では現在, 表層面での変化
のみで砂の崩壊を表現しているが, 本来なら砂粒が落下
した場合,その周りの砂粒が入り込むというように,下部
から流れていく. これを解決することにより, 容器の傾
斜角によって流出速度が変化することも防ぐことができ
ると考えられる.
また,この砂時計を三次元化することも重要である.三

次元化することにより現実の砂時計に近い挙動を表現で
きるが, そのためには今まで使用していた一次元オート
マトンに代わって,二次元オートマトンで砂の崩壊,蓄積
のパターンを考慮する必要がある.
さらに,有限差分法,有限要素法, SPH法などの他の手

法でのシミュレーションを行い, その結果とセルオート
マトンを用いた今回の研究結果との比較・検討をするこ
とも重要な課題である.
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