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1 はじめに

アジアン・オプション [2]は，事前に決められたある期
間中の資産の平均価格に依存するオプションである．この

オプションは，投資者が原資産価格の不利な動きから生ず

る損失を，連続的にヘッジを繰り返すことなく，リスクを

回避するために用いられる．

アジアン・オプションをアメリカン・オプションタイプ

[3]に拡張することで満期以前の任意の時点での行使が可
能となり，自由境界値問題として解釈できるため数学的

に面白いといえる．また, ゲーム・オプションタイプ [1]
に拡張することによりアメリカンタイプの事前行使に加

え, オプションの売り手にもオプションをストップできる
ようなり，売り手側の自由境界も存在すると考えられる．

これらがバニラタイプのオプションと比べて自由境界が

どのようになるか興味があった．

本研究ではヨーロピアンタイプのアジアン・オプション

をはじめ，アメリカンタイプやゲームタイプへのアジア

ン・オプションの拡張を行う．

2 アメリカン・アジアン・オプション

幾何平均を使ったアメリカン・アベレージ・ストライク・

コール・オプションを考える．tを現在時刻，T を満期と

する．アメリカン・アベレージ・ストライク・コール・オ

プションの終端条件は

C(S,G, T ) = max(ST −GT , 0) (1)

で与えられ，ST とGT はそれぞれ時刻 T での資産価格と

資産価格の幾何平均値とする．また，Gt は

Gt = exp
(

1
t

∫ t

0

ln Sudu

)
, 0 < t ≤ T (2)

で定義される．St はリスク中立対数正規過程

dSt = (r − q)Stdt + σStdZt (3)

にしたがうとする．r は無リスク金利， q は配当利回り，

σ はボラティリティ，そして Zt は標準ウィナー過程とす

る．確率微分方程式 (3)を解き，式 (2)を使えば

ln ST = ln St +
(

r − q − σ2

2

)
(T − t) + σ[ZT − Zt]

ln GT =
t

T
ln Gt +

σ

T

∫ T

t

[Zu − Zt]du

+
1
T

[
(T − t) ln St +

(
r − q − σ2

2

)
(T − t)2

2

]

を得る．

2.1 PDEアプローチ

ヨーロピアン・アベレージ・ストライク・コール・オプ

ションの価格に関する偏微分方程式は

∂c

∂t
+

(
G

t
ln

S

G

)
∂c

∂G
+

σ2

2
S2 ∂2c

∂S2

+(r − q)S
∂c

∂S
− rc = 0， 0 < t < T (4)

により与えられ，終端条件は

c(S, G, T ) = max(ST −GT , 0)

とする．

S∗(G, t)をアメリカン・アベレージ・ストライク・コー
ル・オプションの最適行使境界とする．アメリカン・アベ

レージ・ストライク・コール・オプションの価格に関する

偏微分方程式は式 (4)を修正することにより

∂C

∂t
+

(
G

t
ln

S

G

)
∂C

∂G
+

σ2

2
S2 ∂2C

∂S2
+ (r − q)S

∂C

∂S
− rC

=

{
0 if S ≤ S∗(G, t)

−qS − dG
dt + rG if S > S∗(G, t)

(5)

を得る．

変数を

y = t ln
G

S
, W (y, t) =

C(S, G, t)
S

(6)

とおく．式 (6) を使えば，偏微分方程式 (5) と終端条件
(1)は

∂W

∂t
+

σ2t2

2
∂2W

∂y2
−

(
r − q +

σ2

2

)
t
∂W

∂y
− qW

=

{
0 if y ≥ y∗(t)

−q + rey/t + y
t2 ey/t if y < y∗(t)

(7)

W (y, T ) = max(1− ey/T , 0) (8)

のように変数を減少させることができる．行使（停止）領

域でのアメリカン・アベレージ・ストライク・コール・オ

プションの価格は

W (y, t) = 1− ey/t, y ≤ y∗(t)

で与えられる．



2.2 早期行使プレミアム

上記の価格付けモデルにおける解は，偏微分方程式の

グリーン関数を含んだ積分で表現できる．偏微分方程式

∂F

∂t
+

σ2t2

2
∂2F

∂y2
−

(
r − q +

σ2

2

)
t
∂F

∂y
= 0

のグリーン関数を F (y, t; Y, T )とおくと

F (y, t; Y, T ) = n


Y − y + µ

∫ T

t
udu

σ
√∫ T

t
u2du




であることがわかる．ここで，µ = r − q + σ2

2 とおき，

n(·)は標準正規密度関数とする．式 (7)，(8)の解は

W (y, t) = e−q(T−t)

∫ ∞

−∞
max(1− eY/T , 0)F (y, t; Y, T )dY

+
∫ T

t

e−q(u−t)

∫ y∗(u)

−∞

(
q − reY/u − Y

u2
eY/u

)

×F (y, t; Y, u)dY du (9)

と表現することができる．y∗(u)は時刻 uでの yの最適行

使境界である．式 (9)の最初の項に S を掛けた場合，ヨー

ロピアン・アベレージ・ストライク・コール・オプションの

価格である．積分を計算することにより，ヨーロピアン・

アベレージ・ストライク・コール・オプションの価格は

c(S, G, t) = Se−q(T−t)N(d1)

−Gt/T S(T−t)/T e−q(T−t)e−QN(d2) (10)

d1 =
t ln S

G + µ
2 (T 2 − t2)

σ
√

T 3−t3

3

， d2 = d1 − σ

T

√
T 3 − t3

3

Q =
µ(T 2 − t2)

2T
− σ2(T 3 − t3)

6T 2

であることがわかる．ここで，N(·)は標準正規分布関数
とする．c(S, G, t)は式 (10)で与えられ，C(S,G, t)は式
(5)の解とすれば，早期行使プレミアムの積分表現は

C(S,G, t)− c(S,G, t)

= S

∫ T

t

{
qe−q(u−t)N(d̂1)−

(
G

S

)t/u

e−q(u−t)eQ̂

×
[(

r + d̂3

)
N(d̂2)− σ̂

u2
n

(
d̂2

)]}
du

d̂1 =
u ln G

S∗(G,u) − t ln G
S + µ

2 (u2 − t2)

σ̂

d̂2 = d̂1 − σ̂

u
， d̂3 =

t ln G
S − µ

2 (u2 − t2) + σ̂2

u

u2
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σ̂2

2u2
− µ(u2 − t2)

2u
， σ̂2 =

σ2

3
(u3 − t3)

となる．

3 ゲーム・アジアン・オプション

3.1 オプション価格

現在時刻 t，満期 T，無リスク金利 r，配当利回り q，ボ

ラティリティκのとき，St はリスク中立確率 P 0 のもとで

資産価格過程

dSt = (r − q)Stdt + κStdZ
0
t (11)

にしたがうとする．ただし，Z0
t は P 0 に関して標準ブラ

ウン運動とする．式 (11)の解は

St = S0 exp
((

r − q − 1
2
κ2

)
t + κZ0

t

)

と表される．ここで，ペイオフ関数を

売り手 A : fδ(S, G) = f(S, G) + δ(S, G)
買い手 B : f(S, G)

と定義する．δ(S, G)(≥ 0)はペナルティとする．また，Gt

は式 (2)で与える．特に，コール・オプションのとき

f(S, G) = max (S −G, 0)
δ(S, G) = δS

プット・オプションのとき

f(S, G) = max (G− S, 0)
δ(S, G) = δS

とする．また，オプション価格を

V (S, G, t)

= inf
σ∈Tt,T

sup
τ∈Tt,T

E0
[
e−r(σ∧τ−t) {f(Sτ , Gτ )1τ≤σ

+ fδ(Sσ, Gσ)1σ<τ

}∣∣∣ St = S, Gt = G
]

によって定義する．ただし，Tt,T は区間 [t, T ]の値をとる
停止時刻の全体である．このとき

f(S, G) ≤ V (S,G, t) ≤ fδ(S, G)

が成り立つ．さらに

EA = {(S, G, t)；V (S, G, t) = fδ(S,G)}
EB = {(S, G, t)；V (S, G, t) = f(S,G)}
C = {(S, G, t)；f(S,G) < V (S, G, t) < fδ(S,G)}

とおき，

σ0 = inf
{
τ ≥ t；(Sτ , Gτ , τ) ∈ EA

}

τ0 = inf
{
τ ≥ t；(Sτ , Gτ , τ) ∈ EB

}

とおけば

V (S,G, t) = E0
[
e−r(σ0∧τ0−t)

{
f(Sτ0 , Gτ0)1τ0≤σ0

+ fδ(Sσ0 , Gσ0)1σ0<τ0

}∣∣∣ St = S, Gt = G
]



が成り立つ．さらに，C 上では
∂V

∂t
+

(
G

t
ln

S

G

)
∂V

∂G
+

κ2

2
S2 ∂2V

∂S2

+(r − q)S
∂V

∂S
− rV = 0

が成り立つ．

3.2 変数変換

仮定 3.1 ペイオフ関数が次のようにかけるとする．

f(S, G) = Sϕ (G/S) , fδ(S, G) = Sϕδ (G/S)

このとき変数変換

y = t ln
G

S
, yt = t ln

Gt

St

を行う．yt =
∫ t

0
ln Sudu− t ln St なので

dyt = −t

(
r − q − 1

2
κ2

)
dt− tκdZ0

t

と な る ．こ こ で 新 し い 確 率 P ∗ を dP ∗ =
e−(r−q)tSt/S0dP 0 によって定義すると，ギルサノフの

定理より

Z∗t
def= Z0

t − κt

は P ∗ ブラウン運動となり，

dyt = −t

(
r − q +

1
2
κ2

)
dt− κtdZ∗t

と表せる．このとき

V (S, Sey/t, t)

= inf
σ

sup
τ
E0

[
e−r(σ∧τ−t)

{
Sτϕ

(
eyτ /τ

)
1τ≤σ

+ Sσϕδ

(
eyσ/σ

)
1σ<τ

}∣∣∣ St = S, Gt = Sey/t
]

= inf
σ

sup
τ
E∗

[
e−q(σ∧τ−t)S

{
ϕ

(
eyτ /τ

)
1τ≤σ

+ ϕδ

(
eyσ/σ

)
1σ<τ

}∣∣∣ yt = y
]

ゆえに V
(
S, Sey/t, t

)
/S は (y, t) のみに依存する関数で

ある．

W (y, t) = V
(
S, Sey/t, t

)
/S とおくと

ϕ
(
ey/t

)
≤ W (y, t) ≤ ϕδ

(
ey/t

)
, ∀y, t

が成り立つ．さらに

EA
∗ =

{
(y, t)；W (y, t) = ϕδ

(
ey/t

)}

EB
∗ =

{
(y, t)；W (y, t) = ϕ

(
ey/t

)}

C∗ =
{

(y, t)；ϕ
(
ey/t

)
< W (y, t) < ϕδ

(
ey/t

)}

とおき，σ∗，τ∗ を EA
∗ ，EB

∗ への到達時間とすれば

W (y, t) = E∗
[
e−q(σ∗∧τ∗−t)

{
ϕ

(
eyτ∗/τ∗

)
1τ∗≤σ∗

+ ϕδ

(
eyσ∗/σ∗

)
1σ∗<τ∗

}∣∣∣ yt = y
]

が成立する．

3.3 売り手と買い手の行使領域

ここでは，コール・オプションについて考える．この

とき

ϕ
(
ey/t

)
= max

(
1− ey/t, 0

)

ϕδ

(
ey/t

)
= max

(
1− ey/t, 0

)
+ δ

である．δ は正の定数とする．

今，対応するアメリカン・アベレージ・ストライク・コー

ル・オプションの価格をWa(y, t)とする．Wa(y, t)は tの

減少関数である．β ≥ 0を

Wa(0, t) ≤ δ

を満たす最小の tとする．つまり，Wa(0, β) = δ である．

また，そのような tがないときは β = 0とおく．

定理 3.1

1. EA
∗ = {(0, t)；t ≤ β}．

2. EB
∗ = {(y, t)；−∞ < y ≤ y∗(t)} ．ただし，

y∗(t)は負値増加関数．
3.

∂W

∂t
+

κ2t2

2
∂2W

∂y2
−

(
r − q +

κ2

2

)
t
∂W

∂y
− qW

=

{
0 if C∗
−q + rey/t + y

t2 ey/t if EB
∗

が成立する．

4. y∗(t)で

∂W

∂y
(y∗(t), t) =

∂

∂y

(
ϕ ◦ ey/t

)∣∣∣
y=y∗(t)

= −1
t
ey∗(t)/t．

定理 3.2

1. EA = {(S, S, t)；t ≤ β}．
2. EB =

{
(S,G, t)；t ln G

S ≤ y∗(t)
}
．

3. C 上で
∂V

∂t
+

(
G

t
ln

S

G

)
∂V

∂G
+

κ2

2
S2 ∂2V

∂S2

+(r − q)S
∂V

∂S
− rV = 0

が成り立つ．

4.

∂V

∂S

(
S, Sey∗(t)/t, t

)
= −1．

3.4 売り手と買い手のプレミアム

補題 3.1 t < β に対して

∂W

∂y
(0−, t) <

∂W

∂y
(0+, t)

が成立する．



定理 3.3 ゲーム・アベレージ・ストライク・コール・オ

プションの価格W (y, t)は次のように分解できる．

W (y, t) = We(y, t)

+E∗
�Z T

t

e−q(u−t)
�
−q + ryu/u +

yu

u2
eyu/u

�
1yu<y∗(u)du

���� yt = y

�
−E∗

�Z T

t

e−q(u−t)

�
∂W

∂y
(0+, u)− ∂W

∂y
(0−, u)

�
dL(u)

���� yt = y

�
ただし，L(t)は yt の原点での局所時間とする．We(y, t)
はヨーロピアン・アベレージ・ストライク・コール・オプ

ションの価格であり，第二項は買い手の早期行使プレミア

ム，第三項は売り手のキャンセルプレミアムである．

4 実行結果

図 1のパラメータ¶ ³
S0 = 1 σ（κ） = 0.3
r = 0.05 q = 0
T = 1.0 δ = 0.05
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図 1 売り手と買い手の行使境界

図 2，3のパラメータ¶ ³
S0 = 100 σ（κ） = 0.1，. . .，0.5
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図 2 ヨーロピアン・アベレージ・ストライク・
コール・オプションとアメリカン・アベレージ・ス
トライク・コール・オプションのオプション価格
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図 3 アメリカン・アベレージ・ストライク・コー
ル・オプションとゲーム・アベレージ・ストライ
ク・コール・オプションのオプション価格

図 1では横軸を時刻 t，縦軸を売り手または買い手の最

適行使境界の値とする．アメリカン・アベレージ・ストラ

イク・コール・オプションでは S ≥ Gの領域に行使境界

が存在することがわかる．また，ゲーム・アベレージ・ス

トライク・コール・オプションでは，ある一定の時刻から

行使領域が存在することがわかる．

図 2では横軸をボラティリテイ，縦軸をオプション価格
とする．ボラティリテイが増加すれば，ヨーロピアン・ア

ベレージ・ストライク・コール・オプションとアメリカン・

アベレージ・ストライク・コール・オプションとともにオ

プション価格は増加する．

図 3では横軸をボラティリテイ，縦軸をオプション価格
とする．ペナルティδ = 0.01 の場合，アメリカン・アベ
レージ・ストライク・コール・オプションには退化しない

ことがわかる．δ = 0.05，δ = 0.10そして δ = 0.15の場
合，それぞれあるボラティリティの値まではアメリカン・

アベレージ・ストライク・コール・オプションに退化して

いるが，それ以降は一定の価格を保っている．

5 おわりに

本研究でゲーム・アジアン・オプションでは，売り手と

買い手の行使領域やプレミアムなどコール・オプションに

ついて考えてきたが，プット・オプションの場合を考えて

みる必要がある．また，算術平均を採用したアベレージ・

ストライク・オプション，さらにはアベレージ・レート・

オプションの研究もできたら良いと思う．
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