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1 はじめに

FFT を用いた Poisson 方程式の高速解法と，その
GPU(Graphics Processing Unit) への効果的な実装法
について研究する．GPU は画像処理に特化して開発さ
れたプロセッサである．そのため，GPU は高い並列演
算処理能力を持ち，大量のデータを扱う場合，CPU を
用いて行うより効率的に処理することができる．
本研究ではポアソン方程式を差分法で離散化した線形

方程式の各次元を離散型フーリエ変換し，係数行列を対
角行列，又は三重対角行列に変換して解く．
処理系として NVIDIA 社の GPU を用いる．また，

NVIDIA 社が汎用コンピューティングを行うために開
発した CUDAを用いてプログラムを作成する．本研究
では，2 種類のポアソン解法について高速化を目指す．
主に実行時間及び精度について調べ，各種アルゴリズム
の比較を行う．物理的次元は 2次元について考える．

2 行列方程式

領域 D = [0, 1] × [0, 1] の 2 次元ポアソン方程式の
ディリクレ型境界値問題{

uxx(x, y) + uyy(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ D,

u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ ∂D
(1)

の数値解法を考える．
領域 Dを x方向にm + 1等分して y 方向に n + 1等分
する．ただし，m + 1, n + 1は 2の巾乗とする．格子点
xi, yj は

xi = i∆x (0 ≤ i ≤ m + 1), ∆x =
1

m + 1
, (2)

yj = j∆y (0 ≤ j ≤ n + 1), ∆y =
1

n + 1
(3)

となる．ここで格子点 (xi, yj)上の uの近似値を uij
∼=

u(xi, yj)とする．このうち，内点上での値 uij(1 ≤ i ≤
m, 1 ≤ j ≤ n)が未知で未知数の数は mnである．境界
点上での値

u0,j = g(0, yj), um+1,j = g(1, yj) (4)

ui,0 = g(xi, 0), ui,n+1 = g(xi, 1) (5)

は，
境界条件から得る．偏微分係数の中心差分近似は

uxx(xi, yj) ∼= u
(x)
ij =

ui−1,j − 2uij + ui+1,j

∆x2
, (6)

uyy(xi, yj) ∼= u
(y)
ij =

ui,j−1 − 2uij + ui,j+1

∆y2
(7)

(1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)

となる．これより，ポアソン方程式の中心 5点差分近似

u
(x)
ij + u

(y)
ij = fij = f(xi, yi) (8)

(1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)

が得られる．内点における各量を要素にした行列とその
列ベクトル，行ベクトル表示を

uj =


u1j

u2j

...
umj

 (1 ≤ j ≤ n), (9)

vj = ( ui1 ui2 . . . uin ) (1 ≤ i ≤ m), (10)

U =


u11 u12 . . . u1n

u21 u22 . . . u2n

...
...

. . .
...

um1 um2 . . . umn



= ( u1 u2 . . . un ) =


v1

v2

...
vm

 , (11)

U (x) =


u

(x)
11 u

(x)
12 . . . u

(x)
1n

u
(x)
21 u

(x)
22 . . . u

(x)
2n

...
...

. . .
...

u
(x)
m1 u

(x)
m2 . . . u

(x)
mn

 , (12)

U (y) =


u

(y)
11 u

(y)
12 . . . u

(y)
1n

u
(y)
21 u

(y)
22 . . . u

(y)
2n

...
...

. . .
...

u
(y)
m1 u

(y)
m2 . . . u

(y)
mn

 , (13)

F =


f11 f12 . . . f1n

f21 f22 . . . f2n

...
...

. . .
...

fm1 fm2 . . . fmn

 , (14)

とする．式 (8)より

U (x) + U (y) = F (15)

である．式 (6)をベクトル表示すると

u
(x)
j =


u

(x)
1j
...

u
(x)
mj

 = αTm

 u1j

...
umj

 + α

(
u0j

0
um+1,j

)

= αTmuj + αc
(x)
j (1 ≤ j ≤ n), α =

1
∆x2

(16)



ここで Tm は対角要素が −2で副対角要素が 1の三重対
角行列

Tm =


−2 1 0

1 −2
. . .

. . . . . . 1
0 1 −2

 ∈ Rm×m (17)

である．式 (16)を行列表示すると

U (x) = αTmU + αC(x) (18)

となる．ここで，C(x) は

C(x) =


u01 u02 . . . u0n

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

um+11 um+12 . . . um+1n

 (19)

である．同様に式 (7)をベクトル表示すると，

(v(y)
i )T =

 u
(y)
i1
...

u
(y)
in

 = βTn

 ui1

...
uin

 + β

(
ui0

0
ui,n+1

)

= βTnvT
i + β(c(y)

i )T (1 ≤ i ≤ m), β =
1

∆y2
. (20)

よって，v
(y)
i は

v
(y)
i = βviTn + βc

(y)
i (1 ≤ i ≤ m) (21)

となり，行列表示すると

U (y) = βUTn + βC(y). (22)

ただし，C(y) は

C(y) =


u10 0 . . . 0 u1n+1

u20 0 . . . 0 u2n+1

...
...

. . .
...

um0 0 . . . 0 umn+1

 (23)

である．U (x), U (y) を式 (15) に代入して，未知行列 U

に関する行列方程式

αTmU + βUTn = F − αC(x) − βC(y) (24)

を得る．ここで B = F − αC(x) − βC(y) とおくと

αTmU + βUTn = B (25)

が得られる [3]．

3 行列 Tn の固有値解析

加法定理より

sin
(k − l)lπ

n + 1
+ sin

(k + 1)lπ
n + 1

= 2 cos
lπ

n + 1
sin

klπ

n + 1

(1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ n). (26)

ここで skl = sin
klπ

n + 1
, cl = 2cos

lπ

n + 1
とおくと

sk−1,l + sk+1,l = clskl (1 ≤ k ≤ n) (27)

となる．k = 0, nのとき，s01 = sn+1,l = 0ゆえ，
s2l = cls1l (k = 1),

sk−1,l + sk+1,l = clskl (2 ≤ k ≤ n − 1),

sn−1,l = clsn,l (k = n)

となり，これを行列表示すると

Bnsl =


0 1 0

1 0
. . .

. . . . . . 1
0 1 0




s1l

s2l

...
snl



= cl


s1l

s2l

...
snl

 = clsl (1 ≤ k ≤ n). (28)

よって，cl, sl(1 ≤ l ≤ n)は Bn の固有値と固有ベクト
ルであることが分かる．ここで，
Sn = (s1, s2,．．．．, sn), Cn = diag(c1, c2,．．．．, cn) とお
くと，Bn は

Bn = SnCnS−1
n (29)

と分解される．Tn = −2In + Bn ゆえ，固有値は d
(n)
l =

−2 + cl(1 ≤ l ≤ n),対応する固有ベクトルは sl である．
ゆえに，

Tn = SnDnS−1
n (30)

となる．ここで，Dn = diag(d(n)
1 , d

(n)
2 ,．．．．．, d(n)

n ) で
ある．
また，d

(n)
l は

d
(n)
l = −2(1 − cos

lπ

n + 1
)

= −4 sin2 lπ

2(n + 1)
(1 ≤ l ≤ n) (31)

ここで変換 y = Snxとすると，

yl =
n∑

k=1

xk sin
πkl

n + 1
(1 ≤ l ≤ n) (32)



となる．これは離散型 sine 逆変換である．また，変換
x = S−1

n y は

xl =
2

n + 1

n∑
k=1

yk sin
πkl

n + 1
(1 ≤ l ≤ n) (33)

であり，これは離散型 sine 変換である．これらは，
n + 1が 2の巾のとき，Cooley-Tukeyの FFTにより，
n log2 n + O(n)の乗算数で計算できる．式 (33)より，

S−1
n =

2
n + 1

Sn (34)

ここで，S をスケーリングしたものを

S̃n =

√
2

n + 1
Sn (35)

とすると，

S̃−1
n =

√
n + 1

2
S−1

n =

√
n + 1

2
· 2
n + 1

Sn

=

√
2

n + 1
Sn = S̃n. (36)

よって式 (30)より，

Tn =

√
n + 1

2
·
√

2
n + 1

SnDnS−1
n

= S̃nDnS̃−1
n = S̃nDnS̃n (37)

また，式 (36)より，

S̃2
n = S̃nS̃−1

n = In (38)

である．

4 FFTアルゴリズム

3節の結果を用いて，行列方程式 (25)を変形し，係数
行列が対角行列又は三重対角行列の線形方程式に帰着さ
せる．
4.1 Semi FFT アルゴリズム
式 (25)の αTmU + βUTn = B に

式 (39)の Tn = S̃nDnS̃n を代入すると

αTmU + βUS̃nDnS̃n = B. (39)

右から S̃n を掛けると，式 (39)より

αTmUS̃n + βUS̃nDn = BS̃n (40)

ここで，
V = US̃n, A = BS̃n (41)

とすると
αTmV + βV Dn = A (42)

これを，第 i列ベクトル vj , aj について書くと

αTmvj + βd
(n)
j vj = aj , (43)

すなわち

(αTm + βd
(n)
j )vj = aj (1 ≤ j ≤ n). (44)

係数行列 αTm + βd
(n)
j は 3 重対角行列になる．これを

ガウス消去法で解く．計算量は各 j について O(m)，全
体で O(mn)である．
最後に解 U を

U = V S̃n (45)

で計算する．

• Semi FFT アルゴリズムの計算量

1. 式 (41)の Aの計算 BS̃n

mn log2 n flops
2. 式 (44)の Vの計算

5mn flops
3. 式 (45)で Uの計算 V S̃n

mn log2 n flops

であり，合計を CS とすると，

CS = 2mn log2 n + 5mn flops (46)

である．
4.2 Full FFT アルゴリズム
式 (25)の αTmU + βUTn = B に，

Tm = S̃mDmS̃m, Tn = S̃nDnS̃n を代入すると，

αS̃mDmS̃mU + βUS̃nDnS̃n = B (47)

両辺に左から S̃m，右から S̃n をかけると，

αDmS̃mUS̃n + βS̃mUS̃nDn = S̃mBS̃n (48)

となる．ここで，

V = S̃mUS̃n = (vij), A = S̃mBS̃n = (aij) (49)

とおくと，
αDmV + βV Dn = A (50)

これを要素ごとにかくと

αd
(m)
i vij + βvijd

(n)
j = aij (51)

すなわち，
V = (vij)として，式 (51)で求めた aij を用いて，vij を
求める．

vij =
aij

αd
(m)
i + βd

(n)
j

(52)

最後に解 U を
U = S̃mV S̃n (53)

で計算する．計算量は 2mn log2 mn + O(mn) flopsに
なる．

• Full FFT アルゴリズムの計算量



1. 式 (49)の Aの計算 S̃nBS̃n

mn log2 n + mn log2 m = mn log2 mn flops
2. 式 (52)の Vの計算

mn flops
3. 式 (53)で Uの計算 S̃nV S̃n

mn log2 mn flops

であり，合計を CF とすると，

CF = 2mn log2 mn + mn flops (54)

である．以上の 2 つのアルゴリズムの計算量を比較す
ると，

CF −CS = 2mn log2 m− 4mn ≥ 0(log2 m ≥ 2) (55)

となる．よって式 (54) をみたすとき，計算量では Full
FFT のほうが多くなる．これを GPU 上で実装する場
合，計算量及び計算時間はどちらが優れているかを考え
ていく．

5 CUDA

CUDA(Compute Unified Architecture) は NVIDIA
社が GPUを汎用コンピューティングに活用するために
C 言語をベースとして開発したプログラミング環境で
ある．CUDAプログラミングには多くのメモリがあり，
実際の計算ではレジスタや共有メモリ，定数メモリなど
の高速なメモリを用いて計算を行う．レジスタはスレッ
ドごとに確保するメモリであり，SM内のレジスタに確
保される．共有メモリはブロック内ののスレッドで共有
されるメモリである．定数メモリは専用キャッシュを持
ち，全スレッドから読み取り可能である．しかし，書き
込みは CPU側からのみ可能である [1]．

6 実験

本研究の実験で用いる 2次元ポアソン方程式を，{
uxx(x, y) + uyy(x, y) = (x2 + y2)exy, (x, y) ∈ D,

u(x, y) = exy, (x, y) ∈ ∂D
(56)

とする．解は u(x, y) = exy となる．
GPU上での Full FFT と Semi FFT の単精度におけ

る計算時間，精度の比較を行う．実験では，複素フーリ
エ変換を用いた．
6.1 2つのアルゴリズムの比較
計算時間及び精度を示す．参考として，マルチグリッ

ド法による池田 [2] の結果を併記する． Full のほうが
Semi より速いという結果となった．Full は FFT を 4
回，Semiでは 2回用いている．Semiの三重対角のガウ
ス消去は完全に並列化することが難しく多くの時間がか
かる．その点，Fullのほうは単純な要素ごとの割り算だ
けなので，並列処理しやすい．Semiのガウス消去は，並
列処理にはあまり向いてなく，予想以上に計算時間がか
かり，Full の計算時間に負けてしまったと考えられる．

表 1 Full FFTアルゴリズムの計算時間と誤差

Full FFT
格子サイズ 計算時間 最大絶対誤差
64× 64 0.000275 3.3× 10−6

128× 128 0.000884 3.33× 10−6

256× 256 0.005154 1.16× 10−5

表 2 Semi FFTアルゴリズムの計算時間と誤差

Semi FFT
格子サイズ 計算時間 最大絶対誤差
64× 64 0.000588 4.7× 10−5

128× 128 0.001294 1.99× 10−4

256× 256 0.005707 6.64× 10−4

FFT，及び Semiにおけるガウス消去の部分を高速化す
ることにより高速に処理できる．次にマルチグリッド法
との比較を行う．実験結果は以下である．計算時間に関

表 3 マルチグリッド法の計算時間と誤差

マルチグリッド法
格子サイズ 計算時間 精度
64× 64 0.0035012 3.70× 10−6

128× 128 0.0070329 4.89× 10−6

256× 256 0.0069289 1.03× 10−5

しては，Full,Semi ともにマルチグリッド法より高速処
理することができた．今回，用いた解法は並列処理に向
いていると言える．

7 おわりに

本研究では，FFT を用いたポアソン方程式を実装し
計算を高速化することを目指した．実験結果として，マ
ルチグリッドによる実装より良い結果を得ることができ
た．ただ，本研究に用いた 2つのアルゴリズムはまだ高
速化する余地がある．アルゴリズム内の FFT，及びガ
ウス消去を高速化することで計算時間を減らすことがで
きると考えられる．
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