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1 はじめに

筧 [2] は多次元正規密度関数の区間領域における精度
保証付き数値積分法について研究し，その中で Gauss-

Legendre積分則およびその直積型公式の理論誤差解析を
行った．本論文ではGauss-Legendre積分則およびその直
積型公式の丸め誤差解析を行い，筧 [2]のアルゴリズムを
C言語で実現した．
また数値実験によりその有効性を検証した．

2 1次元正規分布におけるアルゴリズム

1次元正規分布N(µ, σ)における確率

P (X ∈ [a, b]) =
1√
2πσ

∫ b

a

e−
(x−µ)2

2σ2 dx (1)

の下界 P と上界 P を計算する．

P ≤ P (X ∈ [a, b]) ≤ P , (2)

P − P ≤ 2× 10−10 (3)

を満たすものを計算する．積分はGauss-Legendre35点則
を用いる．Gauss-Legendre35点則による (1)の近似積分
を P35(a ≤ X ≤ b)と書くと，筧 [2]は次の不等式を得た．

|P (X ∈ [a, b])− P35(X ∈ [a′, b′])| ≤ 9.53× 10−11, (4)

a
′
= min{µ− 7σ, a}, b

′
= max{µ+ 7σ, b}. (5)

2.1 Gauss-Legendre公式の区間化

Mathmeticia によって Gauss-Legendre 公式の標本点
と重みの区間データ [x

(n)
i ] = [▽x

(n)
i ,△x

(n)
i ], [w

(n)
i ] =

[▽w
(n)
i ,△w

(n)
i ]を作成した．ここで，▽は倍精度実数へ

の丸め下げ，△は丸め上げである．C言語では区間演算
のプログラムを用いて Gauss-Legendre 積分則の精度保
証プログラムを作成した．

2.2 区間指数関数の作成

正規分布の密度関数を区間化Gauss-Legendre則で積分
するには区間指数関数が必要である．指数関数を

ex = 2u, u = x log2 e (6)

で表し，2xの上界関数 g(x)と下界関数 g(x)を作成すると

g(αx) ≤ ex ≤ g(αx) (α = log2 e) (7)

である．
xの整数部を n，小数部を y，x = n+ y(0 ≤ y < 1)と
する．さらに z = y − 1/2とすれば

2x = 2n+y = 2n
√
2 2z (8)

となる．そこで

p(x) ≤ 2x ≤ p(x) (−1

2
≤ x ≤ 1

2
) (9)

を満たす多項式 p(x)，p(x)を設計する．構成には Taylor

の定理

2x =
n−1∑
k=0

ckx
k + cn2

θxxn (0 < θ < 1) (10)

を用いる．ここで ck = (log 2)k/k! (k > 0)である．

ck = ▽ck，ck = △ck(k ≥ 0) (11)

とする．

2.2.1 近似多項式の構成

(1) 0 ≤ x ≤ 1/2のとき (10)よりただちに下界関数

p(x) =
n−1∑
k=0

ckx
k ≤

n−1∑
k=0

ckx
k < 2x (12)

を得る．また θx < 1/2だから上界関数

p(x) =
n−1∑
k=0

ck +
√
2cnx

n > 2x (13)

を得る．
√
2cn = △(

√
2cn)である．

(2) −1/2 ≤ x < 0のとき y = −xとおくと

2x =
∞∑
k=0

(−1)kcky
k (14)

は交代級数で，cky
k は正項単調減少列である．ゆえに

pn(x) =
n∑

k=0

ckx
k (15)

と置くと，交代級数の定理より

p2m(x) ≥ 2x ≥ p2m−1(x) (16)

ここで

2x =

∞∑
k=0

dky
k， dk = (−1)kck (17)

と置き，2x の下界関数

p(x) = q(y) =
2m−1∑
k=0

dky
k ≤

2m−1∑
k=0

dky
k < 2x (18)



を得る．また上界関数

p(x) = q(y) ≥
2m∑
k=0

dky
k ≥

2m−1∑
k=0

dky
k > 2x (19)

を得る．
(1)では n = 13，(2)では m = 7として，数値実験に
より pおよび pの 2xに対する絶対誤差は 10−16以下であ
ることをを確認した．
(3) 多項式 p(x) (x ≥ 0)の精度保証付き計算
n次多項式

y = p(x) =

n∑
k=0

akx
n−k (20)

はネスティングアルゴリズム

y0 = a0， (21)

yk = yk−1x+ ak，(k = 1, 2, · · · , n) (22)

で計算される．y = ynである．これを丸め上げモードで
計算したもの y = fl▽[p(x)]と書くと，x ≥ 0なら

fl▽[p(x)] ≤ p(x) (23)

が証明できる．同じく，yを丸め下げモードで計算したも
のを fl△[p(x)]と書くと，x ≥ 0なら

fl△[p(x)] ≤ p(x) (24)

である．これにより，2x(−1/2 ≤ x < 1/2)が

fl▽[p(x)] ≤ 2x ≤ fl△[p(x)](x ≥ 0) (25)

fl▽[q(x)] ≤ 2x ≤ fl△[q(x)], t = −x(x ≤ 0) (26)

で包囲される．
この方法は，計算途中で丸めモードの変更を必要とし
ないので効率的である．

2.2.2 アルゴリズム

筧 [2]の議論を詳しくたどると，

|P (a ≤ X ≤ b)− P (a
′
≤ X ≤ b

′
)| ≤ 5.3× 10−12 (27)

ゆえに a
′
, b

′
を区間計算したものを [a

′
], [b

′
]とすると

|P (a ≤ X ≤ b)− P (a
′
≤ X ≤ b

′

)| ≤ 5.3× 10−12 (28)

また

|a
′
− µ| ≤ 7.04σ， b

′

− µ ≤ 7.04σ (29)

なら

|P (a
′
≤ X ≤ b

′

)−Qn(a
′
, b

′

)| ≤ 9× 10−11． (30)

ゆえに Qn(a
′
, b

′

)を区間計算したものを [Qn]と書けば

Q
n
≤ Qn(a

′
, b

′

) ≤ Qn. (31)

これより，

Q
n
− 9.53× 10−11 ≤ P (a ≤ X ≤ b) ≤ Qn + 9.53× 10−11

(32)

を得る．Qn − Q
n
は丸め誤差と区間指数関数の誤差 (区

間幅)に影響されるが通常 10−10 に比べてきわめて小さ
いので，目標は充分達成できると考える．
(29)の条件に反するのは σ に対して |µ|が極端に大きい
ときのみである．したがって極端場合を除き (32)で目標
が達せられる．//

3 多次元正規分布におけるアルゴリズム開発

3.1 丸め誤差解析

3.1.1 線形計算の事前誤差評価

IEEE754倍精度計算による線形計算の事前誤差評価を
行う．IEEE754倍精度の正規数と 0を合わせた集合を F
と書く．ある計算式を丸め込みモードで倍精度計算した
結果を fl[計算式]と書く．
[定理 3.1]（内積）ベクトル x = (xi),y = (yi) ∈ Fの内
積計算を q = xT とし，q̃ = fl[xTy]とすると，

|∆q| = |q̃ − q| ≤ |x|T |y|γn, (33)

γn ≡ nu

1− nu
，u = 2−53 (34)

である．uは丸め誤差単位と呼ばれる．//

[定理 3.2]（行列ベクトル積）行列 A = (aij) ∈ Fm×n と
ベクトルx = (xi) ∈ Fnの積を y = Axとし，ỹ = fl[Ax]

とすると，

∥∆y∥∞ = ∥ỹ − y∥∞ ≤ ∥A∥∞∥y∥∞γn.// (35)

[定理 3.3]対称行列AとA+について，R = A+A− I が
∥R∥ < 1を満たすなら，Aは正則であり，

∥A−1∥ ≤ ∥A+∥
1− ∥R∥

(36)

また，A+の逆行列A−1との誤差∆A = A+−A−1の∞-

ノルムは

∥∆A∥∞ ≤ ∥A+∥∞∥R∥∞
1− ∥R∥∞

(37)

で評価される．//

分散共分散行列Σ = (σij) ∈ Fs×sは正値対称行列ゆえ，
その近似逆行列 Σ+ ∈ Fs×s を Cholesky分解で求めるこ
とができる．計算量は 5s3/6flopsである．

3.1.2 数値積分の丸め誤差

平均µ = (µ1, µ2, · · · , µs)
T ∈ Fs，分散共分散行列Σ =

(σij) ∈ Fs×s の s次元正規分布の密度関数を

φ(x) =
1

(2π)
s
2 (detΣ)

1
2

exp(−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ))

(38)



とする．ak, bk ∈ F (1 ≤ k ≤ s)について，s次元長方形
領域を D = [a1, b1] × [a2, b2] × · · · × [as, bs]とし，D上
の積分

P (X ∈ D) =

∫ b1

a1

· · ·
∫ bs

as

φ(x1, · · · , xs)dx1 · · · dxs

(39)

を N =
∏s

k=1 nk 点直積型 Gauss-Legendre 公式で近似
積分した結果 PN (X ∈ D) は以下のように計算される．
x
(k)
i , w

(k)
i (1 ≤ i ≤ nk) は区間 [-1,1] 上の nk 点 Gauss-

Legendre公式の標本点と重みとする．a = (ak), b = (bk)

とし，

o = (ok) =
a+ b

2
− µ, (40)

r = (rk) =
b− a

2
. (41)

i = (i1, i2, · · · , is) (1 ≤ ik ≤ nk, 1 ≤ k ≤ s) として
xi = (xik)とし，

yi = o+ r ∗ xi, (42)

qi = yT
i Σ

−1yi, (43)

ei = exp(−1

2
qi). (44)

ここで ∗はベクトル成分毎の積である．次に

A =
1

(2π)s/2(detΣ)1/2
, (45)

r =
s∏

k=1

rk (46)

そして

PN (X ∈ D) = Ar

n1∑
i1=1

w
(1)
i1

· · ·
ns∑

is=1

w
(s)
is

ei (47)

式 (47)の右辺を IEEE754倍精度で計算したときの丸
め誤差の事前誤差解析を行う．丸め誤差の影響を受けた
倍精度実数をチルダーを付けて表す．
(1)Gauss-Legendre 公式の標本点と重みは，多倍長計算
したものを倍精度に丸め込んで用いるので，

x̃
(k)
i = x

(k)
i (1 + ϵ), w̃

(k)
i = w

(k)
i (1 + ϵ),

|ϵ| ≤ u (1 ≤ i ≤ nk, 1 ≤ k ≤ s) (48)

(2) ỹ
(k)
i (1 ≤ i ≤ nk, 1 ≤ k ≤ s)の誤差．ある計算式を倍

精度計算した結果を fl[計算式]と書く.

ỹi = fl[
a+ b

2
− µ+

b− a

2
x̃i] (49)

とすると事前誤差解析により

∥∆yi∥∞ ≡ ∥ỹi − yi∥∞ ≤ D∞ (50)

D∞ ≡ γ4 max
1≤k≤s

{|µk|+max{|ak|, |bk|}} (51)

を得る．
(3) q̃i, i = (ik)(1 ≤ ik ≤ nk, 1 ≤ k ≤ s)の誤差．

計算式を

z̃i = fl[ỹT z̃i] = fl[Σ+ỹi], q̃i (52)

とする．誤差は，

|∆qi| = |q̃i − qi| ≤ |fl[ỹiz̃]i − ỹT
i Σ

+ỹi|
+|ỹT

i Σ
+ỹi − yT

i Σ
−1yi|

= |∆q̃i|+ |ỹT
i Σ

+ỹi − yT
i Σ

−1yi| (53)

である．
まず |∆q̃i|を事前誤差評価すると

|∆q̃i| ≤ ∥ỹi∥1∥Σ+∥∞∥ỹi∥∞(2 + γs)γs (54)

を得る．次に

|ỹT
i Σ

+ỹi − yT
i Σ

−1yi|
≤ ∥∆ỹi∥1∥Σ+∥∞∥ỹi∥∞
+∥yi∥1∥∆Σ+∥∞∥ỹi∥∞

+∥yi∥1∥Σ−1∥∞∥∆yi∥∞. (55)

ゆえに，

|∆q̃i| ≤ ∥ỹi∥1∥Σ+∥∞∥ỹi∥∞(2 + γs)γs

+∥∆yi∥1∥Σ+∥∞∥ỹi∥∞
+∥yi∥1∥∆Σ+∥∞∥ỹi∥∞
+∥yi∥1∥Σ+∥∞∥∆yi∥∞. (56)

右辺各項の因子は次のように評価される．まず，ak −
µk ≤ y

(k)
i ≤ bk − µk より，|y(k)i | < max{|ak − µk|, |bk −

µk|}ゆえ，

∥yi∥∞ ≤ M∞ ≡ max
1≤k≤s

max{|ak − µk|, |bk − µk|}, (57)

∥yi∥1 ≤ M1 ≡
s∑

k=1

max{|ak − µk|, |bk − µk|}. (58)

これと (50)より，

∥ỹi∥∞ ≤ M̃∞ = M∞ +D∞. (59)

同様にして，

∥∆yi∥1 ≡ ∥ỹi − yi∥1 ≤ D1 (60)

D1 ≡ γ4

s∑
k=1

(|µk|+max{|ak|, |bk|}) (61)

ゆえ，

∥ỹi∥1 ≤ M̃1 = M1 +D1. (62)

を得る．また，

Ñ∞ = ∥Σ+∥∞ (63)



は計算可能であり，(50)より

∥Σ−1∥∞ ≤ N∞ ≡ Ñ∞

1− ∥R∥∞
, R = Σ+Σ− I (64)

そして定理 3.3により，

∥Σ+∥∞ ≤ B∞ ≡ N∞∥R∥∞ (65)

である．以上より，

|∆qi| ≤ Cq ≡ M̃1Ñ∞M̃∞(2 + γs)γs

+D1Ñ∞M̃∞

+M1B∞M̃∞

+M1N∞D∞. (66)

(4) ẽi = exp(−q̃i/2), i = (ik) (1 ≤ ik ≤ nk, 1 ≤ k ≤ s)

の誤差

ẽi = exp

(
−1

2
(qi +∆qi)

)
= ei exp

(
−1

2
∆qi

)
(67)

ゆえ (66)より，

ẽi exp

(
−1

2
Cq

)
≤ ei ≤ ẽi exp

(
1

2
Cq

)
. (68)

よって，

Q̂ = Ar

n1∑
i1=1

w1
i1 · · ·

ns∑
is=1

ws
is ẽi (69)

と置くと，

Q̂ exp

(
−1

2
Cq

)
≤ PN (X ∈ D) ≤ Q̂ exp

(
1

2
Cq

)
(70)

となる．
(5)総和の誤差

Q̃ = fl[Ar

n1∑
i1=1

w
(1)
i1

· · ·
ns∑

is=1

w
(s)
is

ẽi] (71)

とすると

Q̂(1− u)K ≤ Q̃ ≤ Q̂(1 + u)K , (72)

K = 3s+ 2 +
s∑

k=1

nk (73)

よって，

ρLQ̃ ≤ PN (X ∈ D) ≤ ρU Q̃,

ρL = exp

(
−1

2
Cq

)
(1 + u)−K , (74)

ρU = exp

(
1

2
Cq

)
(1− u)−K (75)

を得る．

(6)近似指数関数の影響 Q̃の指数関数を下界指数関数で
置き換えて計算したものを Q̃L，上界指数関数で置き換え
て計算したものを Q̃U とおくと明らかに

Q̃L ≤ Q̃ ≤ Q̃U . (76)

以上より，

ρLQ̃L ≤ PN (X ∈ D) ≤ ρU Q̃U (77)

を得る．これが結論である．

3.2 打切り誤差解析

[定理 3.4] dk = bk − ak (1 ≤ k ≤ s)とすると，

|ENφ| ≤ MT ≡ A

s∏
k=1

dk

s∑
k=1

M(nk, ak, bk, τkk/2)

dk
(78)

この定理と，

ρLQ̃L ≤ PN (X ∈ D) ≤ ρU Q̃U (79)

および，

ENφ = QNφ− Iφ = PN (X ∈ D)− P (X ∈ D) (80)

より，P (X ∈ D)の包囲

ρLQ̃L −MT ≤ P (X ∈ D) ≤ ρU Q̃U +MT (81)

が得られる．これが，多次元正規分布の確率計算におけ
る本論文の結論である．

4 おわりに

本研究では，S次元正規分布N(µ,Σ)に従う確率変数X

に関する確率を区間包囲する計算法を提案した．この方法
は D 上の確率密度関数の積分を直積型 Gauss-Legendre

則で近似し，それを精度保証するものである．
1次元問題に関しては任意の問題について，包囲区間幅

wが w ≤ 2× 10−10を満たすアルゴリズムを提案した．1

次元アルゴリズムと 2次元アルゴリズムの数値実験を行
い，双方とも良好な結果を得た．
今後の課題としては，近似積分則のより精密な誤差評
価や 3次元以上の問題の研究などが挙げられる．
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