
部分空間法を用いた2自由度ヘリコプタのシステム同定
M2011MM059 佐々浩貴

指導教員：高見勲

1 はじめに

2自由度ヘリコプタは,不安定系であり,非線形性の強

いダイナミクスを持つ.また,多入力多出力であることか

ら,線形化誤差,システム自身の特性変動によるモデルパ

ラメータの変動など,モデル化誤差が生じ,シミュレーショ

ンと実験装置との出力結果に誤差が生じるため,モデリン

グが困難である.そこで,ヘリコプタのモデリングに対し

て有効であるのがシステム同定である.システム同定とは

対象とする動的システムの入出力データの測定値からモ

デリングを行う方法であり,対象と「同一である」ことを

証明できるような「数式モデル」を作成することである

[3].2自由度ヘリコプタは 2入力 2出力システムであるた

め,多入力多出力にも対応した部分空間法 (N4SID法)に

よって数式モデルを決定する [2].実験装置に部分空間法

を適用し,実験装置の振る舞いに近いモデルを構築するこ

とで,どのような制御入力を与えて良いかがわかり,最適

な制御系の設計が行えると考える.

本研究では部分空間同定法の精度を検証するため,図 1

のヘリコプタの数式モデルを用いてシステム同定を行う.

推定したモデルがプラントモデルのボード線図と一致す

ることを実証する.また,検証で用いた入力信号と周期を

実験装置にも適用し,推定したモデルの同定検証を行う.

2 同定対象:2自由度ヘリコプタ

本研究では図 1に示すヘリコプタをモデリングした数

式を用いる.2自由度ヘリコプタはピッチ方向とヨー方向

に運動する機器である.この実験装置はメインモーター,

テールモータへの入力電圧をそれぞれ Vm,p,Vm,y,ピッチ

角 θ,ヨー角 ψ を観測出力とする 2入力 2出力のMIMO

システムである.

図 1 実験機の図

3 動機

図 2は同定対象とシミュレーションを比較した図であ

る.縦軸がピッチ角,横軸が時間となっている.図 2から見

図 2 experiment and simulation

て取れるのは,実験結果とシミュレーション結果が異なっ

ているということである.このことを疑問に思い,プラン

トモデルが間違っているのではないかと考えた.そこでシ

ステム同定が必要であると考えた.本研究で扱う 2自由度

ヘリコプタは 2入力 2出力の MIMOシステムであるた

め,多入力多出力にも対応した部分空間法を適用すること

にした.式 (1)～(4)は 2自由度ヘリコプタの数式モデル

である.
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4 部分空間同定法

1980年代後半に提案された部分空間法は,インパルス

応答のような特殊な応答データではなく, 通常の入出力

データから状態空間モデルの同定を行うことが出来る.そ

のため,不安定系や閉ループ系などへも適用することが可

能である.また,多入力多出力であるMIMOシステムに対

しても同定可能である.本研究では部分空間法 (あるいは

N4SID法)を用いた [2].



4.1 拡大可観測行列の推定

多入力多出力システムの状態空間表現を式 (5),(6)のよ

うに表現する.

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t) + w(t) (5)

y(t) = Cx(t) +Du(t) + v(t) (6)

ここで,
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...

y(t+ r − 1)
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...

u(t+ r − 1)


とおくと,

Yr(t) = Orx(t) + SrUr(t) + V (t) (7)

と表すことが出来る.このとき Or,Sr は
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である. また,V (t)は

V (t) = CAk−2w(t) + CAk−3w(t+ 1) + · · ·
+ Cw(t+ k − 2) + v(t+ k − 1) (10)

u(k), y(k); k = 1, 2, ..., N + r − 1が利用できると仮定し,

式 (11)～(14)を用いる.

Y = [Yr(1) Yr(2) · · ·Yr(N)] (11)

X = [x(t) x(2) · · ·x(N)] (12)

U = [Ur(1) Ur(2) · · ·Ur(N)] (13)

V = [V (1) V (2) · · ·V (N)] (14)

式 (7),(11)～(14)より式 (15)が得られる.

Y = OrX + SrU + V (15)

次に,拡大可観測行列 Or を推定することを考える.その

ために,U とその項を除くとともに,雑音項 V を取り除く

ことも考える.

4.2 U 項の除去

N×N 行列

Π⊥
UT = I − UT (UUT )−1U (16)

を構成する.ここで式 (16)の行列は行列 U と直交な射

影である.すなわち

UΠ⊥
UT = U − UUT (UUT )−1U = 0 (17)

Π⊥
UT を右側から式 (15)に掛けることで,U とその項を

消す.

YΠ⊥
UT = OrXΠ⊥

UT + VΠ⊥
UT (18)

4.3 雑音項の除去

最後の項であるV を消すことを考える.そのために,s×N
行列 Φを用いる.ΦT を式 (18)に右側から掛けて,消去す

ると式 (19)が得られる.
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1

N
YΠ⊥

UTΦ
T (19)

5 部分空間法のアルゴリズム

本研究で用いる部分空間アルゴリズムをまとめる.

1. 入出力から式 (20)を構成する.

G =
1

N
YΠ⊥

UTΦ
T (20)

2. 重み行列W1 = I とW2 = (ΦΠ⊥
UTΦ

T )−1 を選び,式

(21)のように特異値分解する.U,V はそれぞれ正規直

交行列であり,S は対角成分以外は零で,対角成分に

Gの特異値を持った行列である.U1, V
T
1 はそれぞれ

rp×n, n×α行列である. S1 は n×n行列である.

Ĝ =W1GW2 = USV T ≈ U1S1V
T
1 (21)

最後の近似式は特異値のうちで最も重要な n個を用

いて,そのほかを 0にすることで得られる.

3. n×n行列 Rを選び,(pr×n)行列
Ôr =W−1

1 U1Rを定義する.式 (22),(23)について解

き,Â,Ĉ を得る.

Ĉ = Ôr(1 : p, 1 : n) (22)

Ôr(p+ 1 : pr, 1 : n) = Ôr(1 : p(r − 1), 1 : n)Â

(23)

式 (22)の右辺は行列の部分行列を指定している.

4. 線形回帰問題から B̂,D̂を推定する.

arg min
B,D,x0

1

N

N∑
t=1

∥y(t)− Ĉ(qI − Â)−1Bu(t)−Du(t)

−Ĉ(qI − Â)−1x0δ(t)∥2

(24)

式 (24)から B̂, D̂を推定する [1][2].



6 安定化

このプラントモデルは積分特性を持っていることを考

慮する必要がある.そこで,プラントモデルを 4次系から

2次系に表現し直し,外部入力信号 dと出力 θ̇, ψ̇を用いて

同定を行うことを考えた.2次系で表現した行列は式 (25)

～(27)である.
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]
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また,制御器を設けることで安定化させ,入力信号を与

えることにする [4].図 3のようなブロック線図を用いた.

図中のAd,Bd,Cd行列は式 (25)～(27)を離散化したもの

である.
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図 3 Block diagram of control system

7 入力の選定

同定入力としてRandom Noise(RN)および疑似白色二

値信号であるM系列信号をメインモーター,テイルモー

ターにそれぞれ 0v～1v,-1.5v～1.5vの電圧を印加した [5].

加えて,1000個の入出力信号を収集した.また,前述した

プラントより,モデル次数を 2次とした.

図 4 u1のM系列信号

図 5 u2のM系列信号

7.1 周期の選定

同定対象のステップ応答における立ち上がり時間の間

に 5～8サンプル点が入る間隔をサンプリング周期とする.

また,同定対象のステップ応答が定常値の 95％に達成す

る時間を T95としたとき,式 (28)を満たす T を用いる [3].

1

15
T95 ≤ T ≤ 1

4
T95 (28)

図 6 step response

図 6より同定対象のステップ応答における立ち上がり

時間に約 1～2秒かかっている. 以上のことから T = 0.1

と定めた.

8 同定モデルの検証

本研究では部分空間同定法の検証のため,式 (25)～(27)

で求めた 2次系のプラントモデルからN4SID法にて同定

を行った.図 7～10は得られた行列式と同定対象のプラン

トモデルとのボード線図を比較したものである.実線が同

定対象のプラントモデルであり,点線が同定から導き出し

た数式モデルを表わしている [5].

図 7 Bode diagram of u1-θ

図 8 Bode diagram of u1-ψ



図 9 Bode diagram of u2-θ

図 10 Bode diagram of u2-ψ

以上の図 7～10から観測ノイズを考量した場合におい

てもボード線図がほぼ合致していることから部分空間法

によるシステム同定の精度が高いことが実証できた.

9 実験

第 7章で用いた外部入力と周期を用いて実験装置に適

用した.また,図 11は外部入力信号 dと出力 θ̇, ψ̇ を用い

て同定を 行った推定モデルの出力結果と実験装置の出力

θ̇, ψ̇を表している.実線が実験装置の振る舞いを示してお

り,破線が N4SID法から得られたモデルの振る舞いを示

している.

図 11 angular velocity of θ and ψ

次に推定したモデルの出力を積分し,θ, ψを導出した.図

12,13はそれぞれ推定したモデルと実験装置の θ, ψ を表

わしている.実線が実験装置の出力を示しており,破線が

N4SID法から得られたモデルの出力を示している.

図 12 figure virtual plant and plant

図 13 figure virtual plant and plant

図 12,13は入力信号 dと出力 θ̇, ψ̇を用いて 2次系で表現

し,積分することで実験機との出力結果を近づけることが

出来た.図 11では θ̇と ψ̇の一致率はそれぞれ 30%,27%で

ある.その時点での同定精度を上げることでさらに出力結

果を近づけることができるのではないかと考える.

10 成果

本研究の成果を以下にまとめる.

• 2自由度ヘリコプタへの部分空間法の適用

• 入力 (M系列信号)の選定

• 周期の選定
• 安定化を行ったシステム同定
• ボード線図の一致
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