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1 はじめに

円軌道上のフォーメーションフライトは多くの研究者
によって考察されている．フィードバック制御を設計す
るとき，通常は線形 2次レギュレータ理論のリッカチ方
程式をもとに設計する．一方で，指数関数の重みを課す，
異なる種類のレギュレータ問題が知られており，最適解
は特異リッカチ方程式によって与えられる [1]．しかし，2

つのリッカチ方程式によるフィードバック制御の比較は
検討されていない．そこで，本研究では円軌道上のフォー
メーション再構成問題について，2つの代数リッカチ方程
式によるフィードバック制御の設計を比較する．フィー
ドバック制御の燃費は入力の絶対積分 (L1ノルム)で評価
する．線形 2次レギュレータ理論のリッカチ方程式では
制御入力の重みをパラメータとして変化させ，入力に指
数関数の重みを課すレギュレータ理論の特異リッカチ方
程式では指数関数のパラメータを変化させる．この 2つ
の設計法について，整定時間 (目標軌道到達時間)と L1

ノルムのグラフによる比較を行う．このグラフをもとに
フィードバックを設計して制御入力の大きさやのフィー
ドバックゲインの比較も行う．

2 フォーメーション問題の方程式

半径R0の円軌道上の主衛星とその近傍の従衛星の相対
運動を考えるため，主衛星の重心を原点とする図 1の回
転座標系 o− {i, j,k}を考える．
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図 1 円軌道上の主衛星

このとき相対位置ベクトルを r = xi + yj + zkとして，
運動方程式を変形しそれぞれi,j,kについて係数を比較す
ると

ẍ = 2nẏ + n2(R0 + x)− µ

R3
(R0 + x) + ux

ÿ = −2nẋ+ n2y − µ

R3
y + uy (1)

z̈ = − µ

R3
z + uz

が得られる．ここで u = [ux uy uz]
T は従衛星に働く制

御加速度，R = [(R0 + x)2 + y2 + z2]1/2 である [2, 3]．
この方程式 (1)を原点 x = y = z = 0で線形化すると

ẍ− 2nẏ − 3n2x = ux

ÿ + 2nẋ = uy (2)

z̈ + n2z = uz

が得られる．この方程式は Hill-Clohessy-Wiltshire

(HCW) 方程式とよばれる．推力を u = 0，初期値を
[x0 y0 ẋ0 ẏ0 z0 ż0]

T として解き (2)式をパラメータ表現
すると

x(t) = 2c+ a cos(nt+ α)

y(t) = d− 3nct− 2a sin(nt+ α) (3)

z(t) = b cos(nt+ β)

となる.ここで

a =
[
(3x0 + 2ẏ0/n)

2 + (ẋ0/n)
2
]1/2

, c = 2x0 + ẏ0/n

d = y0 − 2ẋ0/n, sinα = −ẋ0/na

cosα = − (3x0 + 2ẏ0/n) /a, b = [z20 + (ż0/n)
2]1/2

cosβ = z0/b, sinβ = −ż0/nb

である.面外運動 (z, ż)は周期解となっている．面内運動
(x, y)は (3)式において c = 0のとき周期解となる (CW

条件)．
x = [x y ẋ ẏ z ż]T とおくと (2)式の状態方程式は

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0 (4)

と表せる．ここで

A =



0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

3n2 0 0 2n 0 0

0 0 −2n 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 −n2 0


, B =



0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1


である．
パラメータ (面内運動;面外運動) = (a, c, d, α; b, β) に
より表される (4)式の解を γH = (a, c, d, α; b, β)と表す.

c = 0のときこの解は周期軌道となり γH = (a, d; b)と表
す．フィードバック制御によるフォーメーション形成問題
とは，(4)式の解を与えられた周期軌道 γH

f = (af , df ; bf )

に漸近的に追従させることである．このときの評価関数
は，制御に使う推力の絶対積分 (L1ノルム)であり，これ
は消費燃料に比例する．特に従衛星の初期軌道が周期軌
道であるときは，フォーメーション再構成問題となる [2]．



3 フィードバックの設計

HCWシステム (4)の周期解を目標軌道 xf とし，初期
軌道から，この軌道にフィードバック制御で移行させる
ことを考える．目標軌道の方程式を

ẋf = Axf ,xf (0) = xf0

とおくと，この軌道との誤差 e = x− xf は

ė = Ae+Bu, e(0) = e0 (5)

となり，フィードバック制御は

u = −Ke (6)

で与えられる．ここでK は，A−BK が安定となる任意
のフィードバックゲインである．K の設計には，2次形
式評価関数を最小にする次の 2つの方法を用いる．

3.1 線形 2次レギュレータ理論のリッカチ方程式

評価関数

J(u;x0) =

∫ ∞

0

(x′(t)Qx(t) + u′(t)Ru(t))dt (7)

を最小化するフィードバックゲインK は

K = R−1B′X (8)

で与えられる．ただしX はリッカチ方程式

A′X +XA+Q−XBR−1B′X = 0 (9)

を満たす解である．ここでQは半正定，Rは正定行列で
ある．(

√
Q,A)が可検出であるとき，リッカチ方程式は

安定化解 (A−BR−1B′Xが安定となる解）をもち，可観
測であるときその解は正定となる．HCWシステムはエ
ネルギー零収束原点可制御 (NCVE)[4]であるので，Qを
0に近づけるとき（または Rを大きくしていくとき）X

は 0に収束し，フィードバック制御の 2乗積分 (L2 ノル
ム)は 0に収束する．

3.2 入力に指数関数の重みを課した特異リッカチ方程式

安定化の条件の下で，評価関数

Jγ(u;x0) =

∫ ∞

0

exp(γt)u′(t)Ru(t)dt (10)

を最小化するフィードバックゲインKγ は

Kγ = R−1B′Xγ (11)

で与えられる．ただしXγ はリッカチ方程式

A′X +XA−XBR−1B′X + γX = 0 (12)

を満たす解である．この方程式を解くには (12)式を

(A+ γ/2 I)′X +X(A+ γ/2 I)−XBR−1B′X = 0

と変形する．X が逆行列をもつとすると Y = X−1 は

−Y (A+ γ/2 I)′ − (A+ γ/2 I)Y +BR−1B′ = 0

を満たす．Aの固有値は虚軸上にあるので (−A−γ/2 I)は
安定となる．従って，正定解Y が存在し，(−A−γ/2 I,B)

の可制御グラミアンという．以上よりリッカチ方程式 (12)

は正定解をもつ．さらに

(A−BR−1B′X)′X +X(A−BR−1B′X)

= −γX −XBR−1B′X < 0

であるからA−BR−1B′Xは安定となる．このときフィー
ドバックKγ = BR−1B′X は減衰率 γ/2 をもつことを示
す．リッカチ方程式

A′X +XA+Q−XBR−1B′X + γX = 0

は，A+ γ/2I −BR−1B′X が安定となる解をもつ．この
ときA−BR−1B′X は減衰率 γ/2となる．Qを 0に近づ
けるとXはリッカチ方程式 (12)の解に収束する．従って
Kγ = BR−1B′X は減衰率 γ/2をもつ [1]．HCWシステ
ムはNCVEであるので γを 0に近づけるとき，リッカチ
方程式 (12)の解は 0に収束し，フィードバック制御の 2

乗積分 (L2 ノルム)も 0に収束する．

4 シミュレーション

ここでは円軌道の半径および角速度を用いて状態方程
式 (4)を無次元化したシステム ẋ = Ax+Bu,

A =



0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

3 0 0 2 0 0

0 0 −2 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 −1 0


, B =



0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1


(13)

により，2つの設計法について L1 ノルム，L2 ノルムと
整定時間の違いを，リッカチ方程式の重み R，γ を変え
ながらシミュレーションで考察する．初期値と目標値は
それぞれ

x0 = [0.01 0 0 − 0.02 0.01 0]T ,

xf = [0.005 0 0 − 0.01 0 0]T
(14)

とする．整定条件である目標軌道までの軌道誤差 e は
1.00× 10−5以内とする．このときのパラメータは γH

0 =

(a0, d0; b0) = (0.01, 0, 0.01)，γH
f = (af , df ; bf ) =

(0.005, 0, 0)である．

4.1 線形 2次レギュレータ理論のリッカチ方程式

まず，線形 2次レギュレータ理論のリッカチ方程式 (9)の
フィードバックについて考える．フィードバックは (6),(8)

で与えられる．このときの評価関数は (7)の xを eに置き
換えたものである．このシステムはNCVEであるので入
力 uを小さくしてL1ノルムを小さくするために，状態の



重み Qは小さな値に固定する．リッカチ方程式 (9)のパ
ラメータをそれぞれ Q = diag(qi), qi = 1.00 × 10−3(i =

1, 2, 5), qi = 0.00(i = 3, 4, 6)，R = 10rI3×3として rの値
を大きくして制御入力の重みを変化させる．
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(a) r − L1 ノルム
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図 2 r − L1, L2 ノルム

図 2(b)から，r の値が大きくなると L2 ノルムの極限
が 0に向かうことが確認できる (NCVEである)．また図
2(a)から，rの値が大きくなると入力 uが小さく抑えられ
るため L1 ノルムが小さくなることがわかる．L1 ノルム
は一定値 (L1 = 0.00308, L1z = 0.0127)まで小さくなる．
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LQR controller

図 3 r −整定時間

図 3から，r の値が大きくなると入力 uが小さく抑え
られるため整定時間が急激に大きくなることがわかる．

4.2 入力に指数関数の重みを課した特異リッカチ方程式

次に，入力に指数関数の重みを課したときのレギュレー
タ理論の特異リッカチ方程式 (12)のフィードバックについ
て考える．フィードバックは (6)，(11)となる．このときの
評価関数は (10)である．ここでもシステムはNCVEであ
るので入力 uを小さくしてL1ノルムを小さくする．特異
リッカチ方程式 (12)のパラメータをそれぞれ R = I3×3，
γ = 10−ρ として ρの値を大きくして γ を変化させる．

リッカチ方程式 (9)のときと同様に，図 4(b)から，ρの
値が大きくなると L2 ノルムの極限が 0に向かうことが
確認できる (NCVEである)．また図 4(a)から，ρの値が
大きくなると入力 uが急激に抑えられるため L1 ノルム
が小さくなることがわかる．L1ノルムは最適レギュレー
タと同じ値まで小さくなる．

図 5から，ρの値が大きくなると入力 uが小さく抑え
られるため整定時間が大きくなることがわかる．
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図 4 ρ− L1, L2 ノルム
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SARE controller

図 5 ρ−整定時間

4.3 フィードバック設計法の比較

2つのリッカチ方程式による設計法の違いを比較したも
のが図 6である．
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(a) 面内運動
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(b) 面外運動

図 6 整定時間− L1 ノルム

図 6から，リッカチ方程式 (LQR)の重みQの速度成分
を 0としたときは，整定時間が小さいとき，特異リッカチ
方程式 (SARE)を用いたほうが短時間・低燃費なフィー
ドバックを設計できることがわかる．
ここで，L1ノルムに差があるときについて，整定時間
を 4π(2周期)と指定したときのフィードバックを設計し
て 2つの代数リッカチ方程式による設計の違いを調べる．

4.3.1 整定時間を指定する場合

整定時間が 4πであるときのパラメータを図 3と図 5 か
ら求めてフィードバックを設計する．そのときの L1ノル
ムは図 2と図 4や図 6から求める．

表 1から，整定時間 (ST)が同じときL1ノルムはSARE

のほうが小さくなる．SAREのほうが L1 ノルムが小さ
い理由は，図 7から入力 uが小さく抑えられているから



である．そのため入力の絶対積分である L1ノルムも小さ
くなるのである．

表 1 シミュレーション結果
r ρ L1 L1z ST

LQR -3.24 0.00976 0.0137 4π

SARE 0.273 0.00327 0.0129 4π
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(a) 入力 ux
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(b) 入力 uy
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(c) 入力 uz

図 7 時間−入力u

このとき設計したフィードバックゲインは次のように
なった．

K =

 3.92 −1.27 2.14 0.691 0.00 0.00

3.15 0.371 0.691 1.74 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.659 1.15

，

Kγ =

 1.19 −0.0732 0.550 0.525 0.00 0.00

2.98 −0.0814 0.525 1.58 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.284 1.07

．
ゲインの各要素の絶対値はKγ のほうが小さくなるため，
SAREのほうが入力 uが小さいことがわかる．また，こ
のときの制御軌道は図 8のようになった．
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(a) LQR controller
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(b) SARE controller

図 8 制御軌道

図 7からリッカチ方程式 (LQR)のほうがはじめに大き
な入力を与えるため，LQR(図 8(a))のほうが早く目標軌
道に近づくことがわかる．

4.4 速度に重みを付加するとき

次に，重みQの速度成分に重みを課して整定時間が小
さいときのリッカチ方程式 (LQR) の L1ノルムの改善を
図る．
図 6(b)から，面外運動の L1 ノルムの差はなかったた
め，リッカチ方程式 (LQR)の重み Qの面内運動の速度
成分 (3,3)，(4,4)に重みを課して L1ノルムの改善を図っ
た．その結果が図 9である．重みを 0としたグラフと特

異リッカチ方程式 (SARE)のグラフの間に表れている．
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図 9 整定時間− L1ノルム (面内運動)

リッカチ方程式 (LQR)の速度成分の重みを少しずつ大
きくすると特異リッカチ方程式 (SARE)のグラフに傾き
が近づいていくことがわかる．しかし，q = 1と q = 101

のグラフはほとんど重なっている．そのため，速度成分
に重みを課しただけでは特異リッカチ方程式 (SARE)の
燃費性能までは近づけられないことがわかった．

5 考察

特異リッカチ方程式 (SARE)のほうが燃費性能が良い理
由の 1つに，重みの課し方の違いがある．特異リッカチ方
程式 (SARE)はリッカチ方程式 (LQR)の重みをQ = γX

としたものである．物理的に意味のある対角成分以外に
も重みを課すことによって燃費性能を向上させることが
できると考えられる．

6 おわりに

整定時間―L1 ノルムのグラフ (図 6)から，2つの代数
リッカチ方程式によるフィードバックの設計法を比較し
た．このグラフから，特異リッカチ方程式を用いたほう
が整定時間と L1ノルムが小さくなり，短時間・低燃費な
フィードバックを設計できることがわかった．この理由
は，整定時間を指定したときの入力のグラフ (図 7)を比
較することで，入力が小さく抑えられていることによっ
て確認できた．
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