
推論を適切に選択するための数理的手法
M2012MM007 堀場康行

指導教員：佐々木克巳

1 はじめに

本研究では，高等学校の数学における証明問題を，シー
クエント体系の手法 ([1]) に基づきながら数理的に分析
した．
修士論文では，文献 [2 – 11]における，数学 Iの「集合
と命題」，数学 Aの「整数の性質」，数学 Bの「漸化式
と数学的帰納法」を中心に扱い，「背理法を用いた証明問
題」，「対偶法を用いた証明問題」，「剰余類を用いた証明
問題」，「数学的帰納法を用いた証明問題」の 4種類に見
られるそれぞれの特徴をまとめた．文献 [2 – 11]の中の
実例を，「背理法を用いる証明問題」と「対偶法を用いる
証明問題」，「剰余類を用いる証明問題」と「数学的帰納
法を用いる証明問題」の 2組に分類し，証明すべき命題
を，シークエント体系の手法 ([1])に基づきながら各特徴
との対応を考察し，最初に用いる推論の選択を決定した．
さらに，証明すべき命題に当てはまった特徴が，最初
に選択する推論を決定していることを，文献 [2 – 11]の
実例を用いて確かめた．当てはまった特徴から，最初に
用いる推論の選択肢が複数存在する場合は，推論を適切
に選択する方法を，実際にそれぞれの推論を選択し，証
明することによって，どの証明方法が適切か調べた．そ
の結果をシークエント体系の手法 ([1])に基づきながら数
理的に分析し，その推論が用いられた理由と，それぞれ
の推論を選択したときの長所，短所についてもまとめた．
本稿では，「背理法を用いた証明問題」，「対偶法を用い
た証明問題」，「剰余類を用いた証明問題」，「数学的帰納
法を用いた証明問題」の 4種類に対し，その特徴と実際
に解いた問題を挙げて，最初の 2つおよび残りの 2つの
比較をそれぞれ行う．

2 背理法

背理法を用いた証明問題は，証明すべき命題をΓ → P (Γ

は仮定の集合，P は導きたい文)と表現したとき，以下の
5つのうち少なくとも 1つの特徴がある．

1. P が否定的な命題

2. ¬P (P でない)の言い換えができる命題

3. P が，「～または～」の形の命題

4. P の演算が Γよりも少ない命題

5. Γの元が少ない命題

以下に，実際に解いた証明問題を列挙する．

問題R.1
√
2が無理数であることを証明せよ．

問題R.2
√
2が無理数であることを用いて，3 +

√
2が

無理数であることを証明せよ．

問題 R.3 有理数 a，bが a + b
√
2 = 0を満たすならば，

b = 0であることを証明せよ．

問題R.4 10個の球を青，黄，赤の 3つの箱のどれかに
入れる．このとき，球が 4個以上入っている箱があるこ
とを証明せよ．

問題R.5 nを正の整数とする．n2と 2n+1は互いに素
であることを示せ．

問題R.6 aを自然数とする．xの方程式 3x2+6ax−2 = 0

は整数解を持たないことを証明せよ．

問題R.7 方程式 x3 + 2x2 + 2 = 0は有理数の解を持た
ないことを証明せよ．

問題R.8 4m+ 6n = 7を満たす整数m,nは存在しない
ことを証明せよ．

問題R.9 素数は有限個でないことを証明せよ．

3 対偶法

対偶法を用いた証明問題は，証明すべき命題を Γ → P

と表現したとき，以下の 5つのうち少なくとも 2つの特
徴がある．

0. 「Q → P」の形をしている命題 (Γが 1つの文の場合)

1. P が否定的な命題

2. ¬P の言い換えができる命題
3. P が，「～または～」の形の命題

4. P の演算が Γよりも少ない命題

以下に，実際に解いた証明問題を列挙する．

問題C.1 整数 nについて，n2が偶数ならば nは偶数で
あることを証明せよ．

問題C.2 整数 aについて，a2 + 2が 3の倍数ならば，a

は 3の倍数ではないことを証明せよ．

問題 C.3 整数m，nに対して，m + nが 5の倍数でな
いならばmまたは nは「5の倍数でない」ことを証明せ
よ．

問題C.4 2つの整数m,nに対して，積mnが偶数なら
ば，m,nのうち少なくとも一方は偶数であることを示せ．



問題C.5 a，bは実数とする．a+ b > 0ならば a > 0ま
たは b > 0であることを証明せよ．

問題C.6 α，βは実数とし，ある正の数 x，yに対して，
αx + βy > 0が成り立つならば，α > 0または β > 0で
あることを証明せよ．

問題C.7 nが自然数であるとき，2n − 1が素数ならば，
nも素数であることを証明せよ．

4 背理法と対偶法の比較

2節と 3節で挙げた，証明問題とその各特徴との対応を
表 1にまとめた．ただし，問題 R.1，問題 R.2は，特徴
2でなく特徴 1が当てはまるとも解釈できる．「無理数で
ある」の定義は，「有理数でない」からである．ここでは，
文献にあった実際の証明文から，特徴 2の形で解釈して
いる．

特 0 特 1 特 2 特 3 特 4 特 5

問 R.1 ○ ○
問 R.2 ○ ○ ○
問 R.3 ○ ○
問 R.4 ○ ○ ○
問 R.5 ○ ○ ○
問 R.6 ○ ○ ○
問 R.7 ○ ○
問 R.8 ○ ○
問 R.9 ○ ○

問 C.1 ○ ○ ○
問 C.2 ○ ○ ○
問 C.3 ○ ○ ○
問 C.4 ○ ○ ○ ○
問 C.5 ○ ○ ○
問 C.6 ○ ○ ○
問 C.7 ○ ○ ○

表 1 背理法と対偶法が用いられる命題の特徴

表 1から分かるように，特徴 0が当てはまる証明問題
は，背理法では問題 R.2～問題 R.6の 5題と，対偶法で
は問題 C.1～問題 C.7の 7題であった．問題 R.2～問題
R.6は，問題 R.3以外の問題には特徴 5が当てはまって
いる．対偶法では，Q → P のかわりに ¬P → ¬Qを示
すのが対偶法の性質であるので，対偶法を用いた全ての
証明問題で，特徴 0が当てはまった．
特徴 1が当てはまる証明問題は，背理法では問題 R.6

～問題 R.9の 4題と，対偶法では問題 C.2の 1題であっ
た．問題 R.6～問題 R.9は，特徴 1の他に，特徴 5が当
てはまっている．問題 C.2は，特徴 1の他に，特徴 4が
当てはまっている．
特徴 2が当てはまる証明問題は，背理法では問題 R.1

～問題R.2，問題R.5の 3題と，対偶法では問題C.1，問
題 C.4，問題 C.7の 3題であった．問題 R.1～問題 R.2，
問題 R.5は，特徴 2の他に，特徴 5が当てはまっている．

問題 C.1，問題 C.4，問題 C.7は，特徴 2の他に，特徴 4

が当てはまっている．
特徴 3が当てはまる証明問題は，背理法では問題 R.4

の 1題と，対偶法では問題 C.3～問題 C.6の 4題であっ
た．問題 R.4は，特徴 3の他に，特徴 5が当てはまって
いる．問題 C.3～問題 C.6は，特徴 3の他に，特徴 4が
当てはまっている．
よって，特徴 0以外の特徴と，特徴 5が当てはまったと
きは背理法を優先して，特徴 0以外の特徴と，特徴 4が
当てはまったときは対偶法を優先していることが分かる．
また，問題R.3は特徴 4が当てはまっているが，特徴 0

以外は当てはまっていない．このような問題は，背理法
を用いて証明することができたが，問題数は少なかった．
ここでは背理法を用いた証明問題と対偶法を用いた証
明問題をあげたが，対偶法で解くことができる証明問題
は，全て背理法で解くことができた．そこで，対偶法を
用いて解いた証明問題 C.1を背理法を用いて解いてみる．
問題C.1� �
整数 nについて，n2が偶数ならば nは偶数であるこ
とを証明せよ．� �

実際の証明 nは奇数であると仮定する．nを奇数とする
とき，ある整数 kを用いて，n = 2k + 1と表される．し
たがって

n2 = (2k + 1)2

= 4k2 + 4k + 1

= 2(2k2 + 2k) + 1

ここで，2k2 + 2k は整数であるから，n2 は奇数である．
これは，n2 が偶数であることに矛盾する．
以上より，n2 が偶数ならば nは偶数である．

このように，背理法を用いて解くと，矛盾を導く必要
がある．対偶法を用いると，矛盾を導く必要がないので，
証明の手順が少なくてすむ．しかし，対偶法を使うこと
ができる命題の形は，「Q → P」という形が決まっている
ので，多くの証明問題で仮定より結論の演算の回数が少
ないときなど，対偶法を使える証明問題は限られてくる．
それに比べて背理法は，背理法を使うことができる命題
の形が限定されていないので，特徴が当てはまれば背理
法で解くことができる．
また，(→ w)(「否定からは何でも導かれる」という推
論)を用いて矛盾を導く問題は背理法を優先した方がよい
ときがある．以下に例題を載せる．
例題 1� �
互いに素である自然数 a, bに対して，a2と b2は互い
に素であることを証明せよ．� �

この命題を Γ → P の形で表現すると

(a, b) ∈ N2, aと bは互いに素→ a2と b2は互いに素

· · · (1)



となる．(1)において，背理法を用いないで解くと，(→ w)

が必要になる．しかし，この推論に対応する日本語表現
は，高等学校の数学では自然に感じられない．そのため，
高等学校の数学教育においては，(→ w)という推論の選
択は，適切な選択であるとは考えにくい．また，(1)にお
いて，背理法を用いると (→ w) が不要になることが分
かった．よって，例題 1においては，背理法を優先して
用いた方が，適切な推論の選択をしたことになる．

背理法を用いた証明 a2と b2が互いに素でないと仮定す
ると，a2 と b2 は共通の素因数 pを持つので

a2 = pm , b2 = pn (m,nは自然数)

と表すことができる．
ここで，a2は pの倍数なので，aも pの倍数であり，b2

は pの倍数であるので，bも pの倍数である．これは，a

と bが互いに素であることに矛盾する．
よって，a2 と b2 は互いに素である．

5 剰余類

剰余類を用いた証明問題は，証明すべき命題を Γ → P

と表現したとき，以下の 4つのうち少なくとも 2つの特
徴がある．

1. 自然数，整数についての命題

2. P が「～の倍数である」，「～の倍数でない」の形の
命題

3. P が「～の余りが～である」の形の命題

4. 指数以外に変数が現れる命題

以下に，実際に解いた証明問題を列挙する．

問題M.1 aは自然数とする．a + 1は 4の倍数であり，
a+2は 7の倍数であるとき，a+9は 28の倍数であるこ
とを証明せよ．

問題M.2 連続した 2つの整数の積は 2の倍数であるこ
とを証明せよ．

問題M.3 連続した 3つの整数の積は 6の倍数であるこ
とを証明せよ．

問題M.4 奇数の 2乗から 1を引いた数は，8の倍数で
あることを証明せよ．

問題M.5 nは整数とする．このとき，n4 + 2n2 は 3の
倍数であることを証明せよ．

問題M.6 nが奇数のとき，n3−nは 24の倍数であるこ
とを証明せよ．

問題M.7 3で割ったときの余りが 2であるような整数
a, bを考える．このとき，積 abを 3で割ったときの余り

は 1であることを証明せよ．

問題M.8 nは整数とする．n2を 3で割ったときの余り
は 0か 1であることを証明せよ．

6 数学的帰納法

数学的帰納法を用いた証明問題では，証明すべき命題
を Γ → P と表現したとき，以下の 4つのうち少なくとも
1つの特徴がある．

1. 自然数 (整数)についての命題

5. P に，Σあるいは，それと同等な表現が現れる命題

6. Γに，数列の漸化式が現れる命題

7. 指数に変数が現れる命題

以下に，実際に解いた証明問題を列挙する．

問題 I.1 nを自然数とするとき，次の等式を証明せよ．

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2

問題 I.2 nを自然数とするとき，次の等式を証明せよ．

1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1 = 2n − 1

問題 I.3 nを 3以上の自然数とするとき，次の不等式を
証明せよ．

3n > 8n

問題 I.4 2以上のすべての自然数について，次の不等式
を証明せよ．

n∑
r=1

1

r3
< 2− 1

n2

問題 I.5 a > 0で nは自然数とするとき，次の不等式を
証明せよ．

(1 + a)n ≥ 1 + na

問題 I.6 nは自然数とする．5n − 1は 4の倍数であるこ
とを証明せよ．

問題 I.7 nは自然数とする．2n+1 +32n−1は 7の倍数で
あることを証明せよ．

問題 I.8 nを自然数とする．8n − 7n− 1は 49の倍数で
あることを証明せよ．

問題 I.9 a, bは実数で a+ b = 2，ab = −6，a2 + b2 = 16

，a3 + b3 = 44を満たしている．nを 2以上の自然数とす
るとき，an + bn は 4の倍数であることを示せ．

問題 I.10 数列 {an} を a1 = 1，6an+1 = a2n + 9 に
よって定義する．このとき，すべての自然数 nに対して
1 ≤ an < an+1 < 3であることを証明せよ．

問題 I.11 漸化式 a1 = 4，an+1 = 3a2n + 4an + 3 (n =

1, 2, · · · )で定まる整数の数列 {an}を考える．このとき，
an − 4が 7で割り切れることを証明せよ．



7 剰余類と数学的帰納法の比較

5節と 6節で挙げた，証明問題とその各特徴との対応を
表 2にまとめた．

特 1 特 2 特 3 特 4 特 5 特 6 特 7

問M.1 ○ ○ ○
問M.2 ○ ○ ○
問M.3 ○ ○ ○
問M.4 ○ ○ ○
問M.5 ○ ○ ○
問M.6 ○ ○ ○
問M.7 ○ ○ ○
問M.8 ○ ○ ○

問 I.1 ○ ○
問 I.2 ○ ○ ○
問 I.3 ○ ○
問 I.4 ○ ○
問 I.5 ○ ○
問 I.6 ○ ○ ○
問 I.7 ○ ○ ○
問 I.8 ○ ○ ○ ○
問 I.9 ○ ○
問 I.10 ○ ○
問 I.11 ○ ○

表 2 剰余類と数学的帰納法が用いられる命題の特徴

表 2から分かるように，特徴 1は全ての問題に当ては
まった．自然数や整数の範囲の証明問題では，剰余類や
数学的帰納法による証明が有効であることが分かった．
特徴 2が当てはまる証明問題は，剰余類では問題M.1

～問題 M.6の 6題と，数学的帰納法では問題 I.6～問題
I.8の 3題であった．問題M.1～問題M.6は，特徴 2の
他に，特徴 4が当てはまっている．問題 I.6～問題 I.8は，
特徴 2の他に，特徴 7が当てはまっている．
特徴 3が当てはまる証明問題は，剰余類の問題M.7～
問題M.8の 2題であった．問題M.7～問題M.8は，特徴
3の他に，特徴 4が当てはまっている．
よって，特徴 2，3のどちらかと，特徴 4が当てはまっ
たら，剰余類を優先していることが分かる．
特徴 5が当てはまる証明問題は，数学的帰納法の問題

I.1～問題 I.2，問題 I.4の 3題であった．特徴 6が当ては
まる証明問題は，数学的帰納法の問題 I.10～問題 I.11の
2題であった．
よって，特徴 5，6は数学的帰納法にみられる特有の特
徴であることが分かった．
また，問題 I.8では，特徴 2，4，7が当てはまっている．
問題 I.8は数学的帰納法を用いた証明問題なので，特徴
4と特徴 7が当てはまったときは，特徴 7を優先させて，
数学的帰納法を用いることが分かった．
ここでは「剰余類を用いた証明問題」と「数学的帰納
法を用いた証明問題」をあげたが，剰余類で解くことが
できる証明問題は，全て数学的帰納法でも解くことがで
きた．そこで，剰余類を用いて解いた証明問題M.5を数
学的帰納法を用いて解いてみる．

問題M.5� �
nは整数とする．このとき，n4 + 2n2は 3の倍数で
あることを証明せよ．� �

実際の証明 nは整数であるが，n = 0のときは明らかで
あることと，(−n)4 + 2(−n)2 = n4 + 2n2 であることか
ら，nを自然数として証明すれば十分である．
実際の証明は要約のみにする．
(i)n = 1, 2, 3のときに題意が成り立つ
(ii)n = kで題意が成り立つ ⇒ n = k+3でも成り立つ
の形で示す．
このように，数学的帰納法を用いる場合でも，3の剰余
で場合分けをすることによって解くことができる．同様
にして，剰余類を用いた証明問題は数学的帰納法を用い
て解くことができる．しかし，剰余類を用いる解き方に
比べると，計算の量が多くなってしまうので，剰余類を
用いることができる証明問題の場合は，剰余類を用いて
解いた方がよい．

8 おわりに

本研究では，シークエント体系の手法 ([1])を用いて，
証明すべき命題に当てはまる特徴と証明における最初の
推論との関係を理解できた．この結果を高等学校の数学
教育へと応用していきたいと思う．そして，今後も証明
すべき命題から，シークエント体系の手法で表現するこ
とを続けていき，他の分野での証明問題の特徴も研究し
ていきたいと思う．
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