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1 はじめに

本研究ではH∞ループ整形とポリトープ表現を用いて
摩擦と不確かさが含まれるプラントの精密位置決め制御
を行う．一般に精密位置決め制御を行うためには目標値
に定常偏差なく追従することや，オーバーシュートが発
生しない等の仕様を満たす必要があるが，位置決め性能
を劣化させる原因の一つに機械要素の摩擦特性が挙げら
れる [1]．摩擦の影響として，定常偏差やオーバーシュー
ト，リミットサイクルなどのスティックスリップ現象が発
生している．
本研究ではモータとボールねじを組み合わせたボール
スクリューシステムを制御対象として扱い，その際に制
御系設計手法としてH∞ループ整形を用い，位置決め制
御を実現する．H∞ ループ整形はMcFarlaneら [2]によ
り提唱された制御系設計手法であり，制御対象の開ルー
プ伝達関数の前後に重み関数を付加し，設計を行うこと
ができる．またH∞ループ整形によって得られた制御器
は LQ制御とオブザーバの併用システムであることから
[3]，LQ制御の評価関数を用いた制御対象の応答性改善
が期待できる [4]．
我々は，摩擦補償の提案法として，摩擦の周波数特性
に着目し，H∞ ループ整形を用いた周波数整形によって
摩擦補償を行う．外乱である摩擦を周波数の観点から解
析し，摩擦の影響が支配的に表れる周波数帯域が推定で
きれば，周波数整形を行うことで摩擦補償の特性を持っ
た制御器を設計できる．本研究では静止摩擦とスティック
スリップ現象が支配的に表れる周波数帯域を推定し，そ
の周波数帯域に対して外乱抑制特性を持つ制御器を H∞

ループ整形で設計した．そしてH∞ループ整形の際に用
いられる重み関数に，外乱抑制，目標値追従機能，応答
性改善という３つの効果が現れるように意味付けを行う
ことで，仕様を満たす制御系設計を行った．[6]

また，実際の問題を想定し，制御対象であるボールスク
リューシステムにおいてテーブルに重りを載せる事によ
りパラメーターに不確かさを持たせることを考える．ロ
バスト性の補償としてH∞ループ整形と共に正規化規約
分解表現を用いる手法 [4][7]が一般的であるが，本研究で
は提案法として正規化規約分解表現でなくポリトープ表
現を用いた設計を行った．設計した制御器の有用性をシ
ミュレーションにより確認する．

2 制御対象のモデル化と特性

2.1 ボールスクリューシステム

本研究では, 現在工作機械で多く採用されている位置決
め制御系であるボールスクリューシステムを制御対象と
する. 実験装置は，DC サーボモータ (定格出力 110[W ]，

定格トルク 0.221[Nm]) の駆動力をボールスクリュー (全
長 100mm，ピッチ 12mm)を介して，負荷に伝達し，位
置決めを行う．なお，負荷位置の測定には光学式リニア
エンコーダ (分解能 0.1µm)を用いる．

3 制御対象のモデル化

モータ角を θ[rad], 負荷の変位を y[m]，入力を u(t)を
モータの印加電流とすると，運動方程式は式 (1)となる．
ボールスクリューシステムの各パラメータを表 1に示す．

Mÿ(t) + Fv ẏ(t) =
Kt

R
u(t) (1)

ここで，状態量を x(t) = [y(t) ẏ(t)]T とすると，ボール

表 1 Parameters of ball-screw system

torque constant Kt 0.21[Nm/A]

moment of inertia J 　 1.02 × 10−4 [Nms2]

spring constant K 1.0 × 108 [N/m]

coefficient of viscosity Fv 5.0 × 103 [Ns/m]

mass of table M 0.49[kg]

ball-screw constant R 6.37 × 10−4 [m/rad]

スクリューシステムの状態空間表現は式 (2)のように表
すことができる．本研究では式 (2)を用いて制御系設計
を行う．small

ẋ(t) =

[
0 1

0 −Fv

M

]
x(t) +

[
0
Kt

RM

]
u(t)

x(t) =

[
1 0

0 1

]
x(t) (2)

3.1 非線形摩擦の周波数特性

スティックスリップ現象は静止 (スティック)と滑り (ス
リップ)を繰り返す非線形な現象であるが，本研究ではこ
の現象を周波数の観点から検証する．つまりスティックス
リップ現象をある一定の周波数を持って振動を繰り返す
現象ととらえることで，非線形な摩擦の振舞いを周波数
帯域にて解析する．そうすることでスティックスリップ現
象が支配的に表れる周波数帯域を推定でき，その周波数
帯域を抑制することで摩擦補償を実現できる．
静止状態は周波数 0付近の動きであり，滑り状態は動作
してから何らかの周波数成分を持つと考えられる．そし
て非線形摩擦の影響が顕著に現れる周波数帯域が存在す
れば，その帯域の摩擦を考慮に入れた制御器を周波数整



形を用いることで設計できる．本研究では様々な電流を
開ループで入力し，非線形摩擦の周波数特性を解析する．
ここで，0.33[A]の電流を開ループで入力した実験結果
図??を基に解析手順を示す．スティックスリップ現象が
支配的に現れる周波数帯域を推定するために図??におい
てスティックスリップ現象が発生している部分のデータだ
けを図 2の様に抜き取る．

図 1 Stick slip motion
図 2 part of Experiment of

friction phenomenon

図 2のデータを最小二乗法を用いて２次の多項式関数
に近似したものを 図 3 に示す．そして，図 3 の 2 本の
データの偏差を取ったものを　図 4 に示す．

図 3 Approximate data 図 4 Deviation

この様にしてスティックスリップ現象を図 4 の様に振
動現象ととらえることにより周波数解析を行う．図 4 の
周波数解析を行った結果を図 5 に示す．

図 5 Spectrum of friction

同様の手順で様々な電流を開ループで入力し，非線形
摩擦の周波数特性を解析した結果を以下に示す．

図 6 Stick slip motion 図 7 Spectrum

図 8 Stick slip motion 図 9 Spectrum

図 10 Stick slip motion 図 11 Spectrum

図 6，8，10 は負荷のスティックスリップ現象を表して
おり，その主成分周波数は図 7，9，11から，8[rad/sec]

から 13[rad/sec]近傍に存在することが確認できる．この
ことから摩擦の影響を抑制するには，静止摩擦の支配す
る静止状態とスリップ状態の 2つの周波数帯域での補償
を行うことが必要となる．また目標値追従性能は基本的
に周波数 0付近の低周波数で効果のある補償を必要とす
ることから，本研究では，目標値追従性能と静止摩擦の
補償を低周波数帯域で，スリップ現象の補償を高周波 (本
研究の場合 10[rad/sec]近傍)帯域で行うこととする．こ
の周波数帯域の摩擦の影響をH∞ループ整形の設計の際
に考慮に入れ，位置決め精度向上を図る．

4 位置決め制御系設計

4.1 H∞ループ整形
本研究では，McFarlaneら [2]によって提案されたH∞
ループ整形を用いて制御系設計を行う．H∞ループ整形
では設計モデル Ps(s) = {Ad Bd Cd Dd} に対する制御
器C∞(s)は，式（3），（4）のリカッチ方程式の正定解X，
Z を用いることで，式（5）のように与えられることが知
られている．

(Ad −BdS
−1DT

d Cd)
TX +X(Ad −BdS

−1DT
d Cd)

−XBdS
−1BT

d X + CT
d R−1Cd = 0 (3)

(Ad −BdS
−1DT

d Cd)Z + Z(Ad −BdS
−1DT

d Cd)
T

−ZCT
d R−1CdZ +BdS

−1BT
d = 0 (4)

R = I +DdD
T
d , S = I +DT

d Dd

C∞(s) =

[
Ad +BdF +H(Cd +DdF ) H

BT
d X −DT

d

]
(5)

F = −S−1(DT
d Cd +BT

d X), L = (1− γ2)I +XZ,

H = γ2(LT )−1ZCT
d , γ > (1 + λmax(XZ))

1
2

ここで，本研究では制御系設計を行う上で，目標値追従
機能を満足し，かつ摩擦を補償することでその影響によ
る定常偏差，オーバーシュート，スティックスリップ現象
を解消しなければならない．そこで，摩擦 δ と目標値入
力 r から，プラント P (s) の入力 u と状態 x までの影響
を小さくする制御器 C(s) を設計する問題を考える． δ ，
ｒから x ，u までの伝達関数行列の H∞ノルムの最小
化問題は式 6 のように与えられる． I は単位行列である．∥∥∥∥[ I

C(s)

]
(I + P (s)C(s))−1[I P (s)]

∥∥∥∥
∞

< γ (6)

4.2 重み関数の設定

本研究では図 12(a)に示すようにW (s)と定数行列 Q

を重み関数として使用する．また図 12(a)は図 12(b) の
等価変換を表し，最終的な制御器はC∞(s)に対して再度
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図 12 H∞ loop shaping method

重み関数を結合することにより，C(s) = W (s)C∞(s)Q

を得る．
ここで図 12より，外部入力 r, δ から評価出力 Zu, Zx

までの伝達関数行列は式 （7）のように求めることがで
きる． [

zu
zx

]
=

[
Pzur(s) Pzuδ(s)
Pzxr(s) Pzxδ(s)

] [
r
δ

]
(7)

Pzur(s) = W−1(s)(1 + C(s)P (s))−1C(s)Q− 1
2

Pzuδ(s) = (1 + C(s)P (s))−1

Pzxr(s) = Q
1
2 (I + P (s)C(s))−1P (s)C(s)Q− 1

2

Pzxδ(s) = Q
1
2 (I + P (s)C(s))−1P (s)W (s)

Pzur(s)はQの値を大きくとることでQ−1となるため考
慮していない．Pzuδ(s) のノルムを小さくするとは，操作
量が外乱に影響を受けないことを表す．Pzxr(s) は閉ルー
プ伝達関数行列を表す．Pzxδ(s) は外乱抑制特性を表して
おり，W (s) を低周波数領域と 付近でゲインを上げるよ
うに周波数整形することで，その周波数帯域の影響を定
数行列 Q を用いて小さくすることができる．以上より，
重み関数W (s) とQの選び方によって制御性能に大きな
影響を与えることができる．本研究では，W (s) を摩擦補
償と目標値追従性能を持たせるために整形し，Q を制御
対象の応答性改善のために設計する．

4.3 W (s)の周波数整形

初めに制御対象の入力側の重みW (s)を設定する．ここ
で本研究が扱うボールスクリューシステムは低周波領域
に発生する摩擦と 10[rad/sec]付近で発生する摩擦が発生
するため，それらの領域に着目して摩擦を補償するよう
な制御器を導出する必要がある．そのため入力側の重み
を設定するには，低周波領域に発生する摩擦の補償と定
常偏差を無くし目標値追従性能を持たせるために，積分
器を導入する必要がある．また 10[rad/sec]付近で発生す
る摩擦を補償するために，W (s)は 10[rad/sec]付近でゲ
インを持ち上げるような設定にしなければならない．以
上の条件をふまえて本研究ではW (s)を式 (8)のように
設定した．

W (s) =
10s+ 15

0.05s+ 1
× 1

s
(8)

図 13にW (s)のボード線図を示す．図 13よりW (s)は
低周波領域と 10[rad/sec]付近でゲインが上がっているこ
とが分かる．

図 13 Bode diagram of W (s)

4.4 制御対象の応答性改善

次に制御対象の出力側の重み Q を設定する．ここで，
出力側の重みQは制御出力の応答性改善のための重みで
ある．その理由を以下に述べる．重み関数を付加した拡
大系プラントの直達項 Dd = 0のとき，H∞ ループ整形
で導出される制御器 Ć∞ は，式 (9)の 2つのリカッチ方
程式を解く問題に帰着される．

AT
d X +XAd −XBdB

T
d X + CT

d Cd = 0

AdZ + ZAT
d − ZCT

d CdZ +BdB
T
d = 0 (9)

上記の式の解、X と Zを用いることで、制御器は式 (10)

のように与えられる。

ẋk(t) = (Ad +BdF +HCd)xk(t) +Hyk(t)

uk(t) = Fxk(t) (10)

ただし，F = −BT
d X,H = γ2W−T

1 ZCT ,W1 = I+(XZ−
γ2I)である．式（10）の状態フィードバックゲインはF =
−BT

d X で与えられX は式（9）は LQ制御で用いられる
リカッチ方程式と一致するため，F は式（10）の評価関
数 J に対する解であることがわかる．

J =

∫ ∞

0
(Zx(t)

TZx(t) + u(t)Tu(t))dt (11)

ここでO を 2× 2 の零行列とすると，Zx(t) = Cdx(t) =
[Q O]x(t)と表す事ができるため，式（11）は式（12）と
なる．

J =

∫ ∞

0
(x(t)TCT

d Cdx(t) + u(t)Tu(t))dt

=

∫ ∞

0
(x(t)TQ2x(t) + u(t)Tu(t))dt (12)

定数重み Q を与えることで，評価関数 J を最小化する
状態フィードバックゲイン F を得る．LQ 制御と同等の
役割を持った状態フィードバックゲインを実装している
制御器をH∞ ループ整形を使って実現した．今回定数重
み Q は式 13 のように設定した．

Q =

[
4000 0
0 30

]
(13)

4.5 ロバスト制御系設計

本研究ではポリトープ表現を用いることによりロバス
ト制御系設計を実現することを考える．テーブルの質量
M [kg]は行列の中で有理式で表されており非線形パラメー



タである. そこで,α = 1/M と変数変換をして考えた. M

の変動を元々のテーブルの質量M [kg]からM + 5[kg]し
たものまでの変動幅を考える. すると αの変動は

α ∈ [αmin, αmax] = [0.1821, 2.0408] (14)

となった. この可変パラメータ α を含んだ行列を
Ad(α), Bd(α)とおくと, ポリトープ集合を用いたシステ
ム行列は,Ad0 = Ad(αmin), Bd0 = Bd(αmin) と Ad1 =

Ad(αmax), Bd1 = Bd(αmax)で表現できる.

ここで 4.1節の式（3），（4）のリカッチ方程式をそれぞ
れLMI化し、そのLMIに対しテーブルの質量の変動に
対してポリトープ表現した連立 LMI を解くことにより
ロバスト性を補償することを考える．式（3）は次式で表
せる．



 −PAT
d0 −Ad0P −Bd0Y − Y TBT

d0 PCT
d Y T

CdP I 0

Y 0 I

 > 0 −PAT
d1 −Ad1P −Bd1Y − Y TBT

d1 PCT
d Y T

CdP I 0

Y 0 I

 > 0[
Zx I

I P

]
> 0

X = XT = P−1 > 0 , K = −BT
d X , Y = KX , Zr が

存在する範囲で線形目的関数 E = trace[Zr] を最小化す
る．また, 式（4）は次式で表せる．

 −PzAd0 +AT
d0Pz − YzCd − CT

d Y T
z PzBd0 Yz

BT
d0Pz I 0

Y T
z 0 I

 > 0 −PzAd1 +AT
d1Pz − YzCd − CT

d Y T
z PzBd1 Yz

BT
d1Pz I 0

Y T
z 0 I

 > 0[
Zx I

I P

]
> 0

Z = ZT = P−1
z > 0,H = −ZCd,Yz = PH,Zl が存在す

る範囲で線形目的関数 E = trace[Zl]を最小化する。こ
れらによって得られるXと Zを用いることによりロバス
ト安定性を補償する．

5 外乱抑制

本節では設定した重み関数の効果を調べるため，外乱
抑制と導出した制御器の特性をゲイン線図を用いて解析
する．初めに外乱抑制特性を調べるために，摩擦 δ から
負荷の位置 yまでのゲイン線図を図 14に示す．図 14よ
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図 14 Gain diagram from friction to output

り重み関数を付加することで低周波領域と 10[rad/sec]付
近で外乱抑制が実現できていることが分かる．

6 シミュレーション

目標値 1.0× 10−5[m]のステップ入力を 1.0秒後に加え，
目標値追従制御を実現する．シミュレーションでは??節
で示した摩擦モデルを組み込む．またロバスト性が補償
されているか確認するために，重りを 5[Kg]乗せた場合
と何も乗せない場合の２つの状況でシミュレーションを
行った．

図 15 Simulation of output

図 15より重りを載せた時と乗せてない時の応答が一致
しているのがわかる．よってロバスト性が補償されたと
言える．

7 おわりに

本研究では実験検証により制御対象であるボールスク
リューシステムにおいてスティックスリップ現象の解析を
行った．また，ボールスクリューシステムを制御対象と
し，目標値追従機能と摩擦補償，ロバスト安定性を同時
に実現する制御器をH∞ループ整形で導出し，要求仕様
を満たす制御系を構築した．その際にボールスクリュー
システムには，静止摩擦と 10[rad/sec]付近の摩擦が発生
するため，それらの摩擦を各周波数帯域で補償し，かつ目
標値追従性能を持たせるように周波数整形を行うことで，
精密位置決め制御をシミュレーション上で実現した．ま
た，H∞ループ整形で用いられるリカッチ方程式を LMI

化することにより，ポリトープ表現を用いてテーブルの
質量に対するロバスト性を補償した．
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