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1 はじめに

フォーメーションフライトとは, 複数の宇宙機編隊飛行
によりミッションを達成する方法であり, その基礎研究と
して地球周回軌道上の主衛星とその付近を飛行する従衛
星の相対運動が注目されている. フォーメーションフライ
トでは, 従衛星が適切な相対位置関係を維持することが望
ましい. 楕円軌道上の主衛星に対する従衛星の相対運動方
程式を原点において線形化したものをTschauner-Hempel

方程式 (TH方程式)と呼ぶ. 軌道面内運動はある条件を
満たすと周期的となる [1]. 状態空間表現の行列Aは時変
である. 本研究では, 楕円軌道上の主衛星とその近傍にあ
る従衛星のフォーメーション形成についての問題を扱い,

最少燃料かつ目標軌道への収束が速いフィードバックゲ
インの設計法を提案する. フィードバックゲインは, 最適
レギュレータ理論を用いて設計する. フォーメーション
再形成を行なうためのフィードバック制御は, リッカチ微
分方程式及び特異リッカチ微分方程式の 2種類の方程式
の周期解を用いて行い, 比較を行う. リッカチ微分方程式
は評価関数の入力への重みを変化させ, 特異リッカチ微分
方程式は指数関数のパラメータを変化させる. 2つの設計
法により生成したフィードバックゲインの性能は, 総速度
変化 (L1ノルム)と軌道が収束するまでの時間である整
定時間により評価する. また, 主衛星の初期位置の変化に
伴う従衛星の消費燃料についても考察を行う.

2 楕円軌道上の相対運動

主衛星の軌道は, R0 = p/(1+ e cos θ)で与えられる. こ
こで, R0 は動径, θ は真近点離角, p = A0(1 − e2)は半
直弦, A0 は長半径, eは離心率とする. 軌道周期は T =

2π(A3
0/µ)

1/2 で与えられ, µは地球の重力定数である. n

は, 角速度 θ̇の平均とする. 次の方程式

R̈0 −R0θ̇
2 = − µ

R2
0

R0θ̈ + 2Ṙ0θ̇ = 0
(1)

が 2体問題における Newtonの運動方程式より導かれる
[2][3]. 動径 R0 の楕円軌道上主衛星とその近傍の従衛星
の相対運動 (図 1)を考えるため, 主衛星の重心を原点と
する回転座標系 o− {i, j,k}を考える.

図 1 楕円軌道上における主衛星と従衛星

ここで, oは主衛星の質量中心, iは動径方向の単位ベクト
ル, j は飛行方向, kは軌道面外への単位ベクトルである.

主衛星から見た従衛星の位置ベクトルrをr = xi+yj+zk

とおく. 従衛星の地球の質量中心からの位置ベクトル
は R = R0 + r であるから Newton の運動方程式より
|R| = R, |R0| = R0 とすると,

ẍ− 2θ̇ẏ − θ̈y − θ̇2x− µ

R2
0

= − µ

R3
(x+R0) + ux

ÿ + 2θ̇ẋ+ θ̈x− θ̇2y = − µ

R3
y + uy

z̈ = − µ

R3
z + uz

(2)

が得られる. ここで, ux, uy, uz は宇宙機の制御加速度で
あり, R = [(R0 + x)2 + y2 + z2]1/2 である. 原点におい
て線形化すると,

ẍ− 2θ̇ẏ − θ̈y − (θ̇2 + 2
µ

R3
0

)x = ux

ÿ + 2θ̇ẋ+ θ̈x− (θ̇2 − µ

R3
0

)y = uy

z̈ +
µ

R3
0

z = uz

(3)

となり, この方程式は TH方程式と呼ばれる. 式 (3)の状
態方程式は x = [x y ẋ ẏ z ż]T , u = [ux uy uz]

T とす
ると

ẋ = A(t)x+Bu,x(0) = x0

である. ここで,

A(t) =



0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

θ̇2 + 2 µ
R3

0
θ̈ 0 2θ̇ 0 0

−θ̈ θ̇2 − µ
R3

0
−2θ̇ 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 − µ
R3

0
0



B =



0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1


である. 時間 t を τ = t/(1/n) により置き換え
(x̄(τ), ȳ(τ), z̄(τ)) = (1/A0)(x(τ/n), y(τ/n), z(τ/n))と置
くと式 (1), (2), (3)の無次元化方程式は

¨̄R0 − R̄0(
˙̄θ)2 = − 1

R̄2
0

R̄0
¨̄θ + 2 ˙̄R0

˙̄θ = 0



¨̄x− 2 ˙̄θ ˙̄y − ¨̄θȳ − ( ˙̄θ)2x̄− 1

R̄2
0

= − 1

R̄3
(x̄+ R̄0) + ūx

¨̄y + 2 ˙̄θ ˙̄x+ ¨̄θx̄− ( ˙̄θ)2ȳ = − 1

R̄3
ȳ + ūy

¨̄z = − 1

R̄3
z̄ + ūz

¨̄x− 2 ˙̄θ ˙̄y − ¨̄θȳ − [( ˙̄θ)2 +
2

R̄3
0

]x̄ = ūx

¨̄y + 2 ˙̄θ ˙̄x+ ¨̄θx̄− [( ˙̄θ)2 − 1

R̄3
0

]ȳ = ūy

¨̄z +
1

R̄3
0

z̄ = ūz

(4)

となる. ここで, (ūx(τ), ūy(τ), ūz(τ)) =

(1/A0n
2)(ux(τ/n), uy(τ/n), uz(τ/n)), θ̄(τ) = θ(τ/n) で

あり, 式 (4)の状態方程式は

˙̄x = A(τ)x̄+Bū, x̄(0) = x̄0 (5)

となる. この方程式に対するシステム行列は

A(τ) =



0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

( ˙̄θ)2 + 2
R̄3

0

¨̄θ 0 2 ˙̄θ 0 0

− ¨̄θ ( ˙̄θ)2 − 1
R̄3

0
−2 ˙̄θ 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 − 1
R̄3

0
0


である. TH 方程式は (x̃(θ), ỹ(θ), z̃(θ)) = (1 +

e cos θ)(x, y, z) とおくことで Yamanaka と Ankersen に
より解かれている [4]. 軌道面内の運動が周期的となるた
めの必要十分条件は

(3ρ+ e2 − 1)x̃(θ0) + es ˙̃x(θ0) + ρ2 ˙̃y(θ0) = 0 (6)

で与えられる. ただし, ρ = 1+ e cos θであり, s = ρ sin θ

である. この式 (6)を (x̃, ỹ) = A0ρ(x̄(τ), ȳ(τ))と置き換
えると

ρ2(1 + ρ)x̄(τ)− ρ2e sin θȳ(τ)

+e sin θ(1− e2)
3
2 ˙̄x(τ) + ρ(1− e2)

3
2 ˙̄y(τ) = 0

(7)

を得る. 条件式 (7)は θ = 0またはπ のとき簡単になる.

このとき式 (7)は各々,
(2 + e)x̄(0) + (1− e)(1− e2)1/2 ˙̄y(0) = 0

(2− e)x̄(π) + (1 + e)(1− e2)1/2 ˙̄y(π) = 0

となる.

3 フィードバック設計

システム (5)の周期解を目標軌道 x̄f とし, 初期軌道 x̄

から目標軌道 x̄f へフィードバック制御での移行を考え
る. 従衛星の制御軌道, 目標軌道の方程式を

˙̄x = A(τ)x̄+Bū

˙̄xf = A(τ)x̄f

とおくと, 誤差 ē = x̄− x̄f は ˙̄e = A(τ)ē+Bū, ē(0) = ē0
を満たす. 安定化フィードバックゲインK は最適レギュ
レータ理論を用いて設計する. ゲインKの設計には, 2種
類の評価関数を最小とする方法を用いる.

3.1 リッカチ微分方程式 (RDE)

Qを状態への重み, Rを入力への重みとし, 評価関数を,

J(ū; x̄0) =

∫ ∞

0

(x̄T (τ)Qx̄(τ) + ūTRū(τ))dτ (8)

とすると, これを最小化するゲインK はリッカチ微分方
程式

−Ẋ = ATX +XA+Q−XBR−1BTX (9)

の周期解X(τ)を用いて

K = R−1BTX(τ) (10)

で与えられる. 制御入力をこのゲイン K を用いて ū =

−Kēとすると,
˙̄e = (A−BK)ē (11)

となり, 誤差を０に収束させることができる.

3.2 特異リッカチ微分方程式 (SRDE)

安定化の条件下で, 評価関数

Jγ(ū; x̄0) =

∫ ∞

0

exp(γτ)ūT (τ)Rū(τ)dτ (12)

を最小化するフィードバックゲインKγ は

Kγ = R−1BTXγ (13)

で与えられる. このXγ は特異リッカチ微分方程式

−Ẋγ = ATXγ +XγA+ γXγ −XγBR−1BTXγ (14)

を満たす周期解Xγ(τ)である [5].

4 シミュレーション

状態方程式 (5)において, リッカチ微分方程式の入力へ
の重み Rと指数関数のパラメータ γ を変化させ, 2つの
制御器の性能を入力の L1ノルム, 整定時間により比較す
る. 主衛星の初期位置 x̄l0, 従衛星の初期軌道の初期位置
x̄0 は,

x̄l0 = [
1− e2

1 + e cos θ̄
θ̄

e sin θ̄

(1− e2)
1
2

(1 + e cos θ̄)2

(1− e2)
3
2

]T (15)

x̄0 = 0.01[cos θ̄ − (1 + 1/ρ) sin θ̄
ce sin θ̄ + ċρ

(1− e2)
3
2

　
ρ(e− 2c)− (1 + 1/ρ)se sin θ̄

(1− e2)
3
2

1 + e

ρ
cos θ̄

− sin θ̄

(1− e)(1− e2)
1
2

]T (16)

とする. cは c = ρ cos θ であり, 従衛星の目標軌道の初
期位置 x̄f0 は, x̄f0 = 1/2x̄0 とする. 主衛星が近地点, 遠
地点にきた場合, 上記の θ̄ に θ̄ = 0, π を代入したものを
用いる. θ = π/2, 3π/2 の場合は θ̄(τθ) = θ̄ となる時間
τπ/2, τ3π/2を求め, そのときの θ̄を用いて初期位置を決定



した. 整定条件とする目標軌道との軌道誤差 ēは 10−4以
内とする. 異なるフィードバックゲインの設計法を比較
する際の主衛星の軌道の離心率は, e = 0.3とした. 総速
度変化は面内と面外で分け, L1ノルム, L1zノルムとし,

L1 =
∫ ST

0
(ū2

x + ū2
y)

1/2dτ

L1z =
∫ ST

0
|ūz|dτ

とする. ただし, ST は整定時間である.

4.1 RDEと SRDEの比較

RDEを用いて設計するフィードバックゲインは, 式 (9)

を満たす周期解 X(τ)を用いて式 (10)で与えられる. こ
のときの評価関数は式 (8)である. 面内・面外の状態への
重み Qを I4, I2 に固定し, Rを Rin = 10rI2, Rout = 10r

として rを増加させていくことで入力の重みを変化させ,

L1ノルム, L1z ノルムの変化を調べる. SRDEを用いて
設計するフィードバックゲインは, 式 (14)を満たす周期
解 Xγ(τ) を用いて式 (13) で与えられる. この時の評価
関数は式 (12) である. 面内・面外の入力への重み R を
Rin = I2, Rout = 1に固定し, γ を γ = 10−ρ として ρを
増加させていき, L1ノルム, L1z ノルムの変化を調べる.

主衛星及び従衛星の初期位置は式 (15), (16)に θ̄ = 0を
代入した値 (近地点)とする.

(a)面内運動 (b)面外運動

図 2 整定時間-L1, L1zノルム (主衛星：近地点)

図 2は, 上記の内容でRDEと SRDEの整定時間と L1ノ
ルム, L1zノルムのグラフの比較を行っている. 総ノルム
が 0.0150(86.4m/s)以内の範囲で整定時間が最小となる
r, γをとり, 整定時間の比較を行う. このとき r = 0.6250,

γ = 1.0000である. 各整定時間は RDEが 11.55, SRDE

が 6.48である. 整定時間について有次元化すると, 主衛
星が長半径 A0 = 12, 000kmの楕円軌道を飛行するとし
たとき, RDEは 6.7時間, SRDEは 3.7時間であり, 差は
3.0時間で SRDEの方が整定時間が短い. 以上から, 総ノ
ルムが等しいとき, SRDEを用いてフィードバックゲイン
を設計した方が収束の速い制御器を設計可能であると言
える. 遠地点 (θ̄ = π)においても同様の条件で比較を行
う. このとき r = 0.8125, γ = 10−0.1250である. 各整定時
間は RDEが 15.06, SRDEが 9.47である. 整定時間につ
いて有次元化すると, 主衛星が長半径 A0 = 12, 000kmの
楕円軌道を飛行するとしたとき, RDEは 8.7時間, SRDE

は 5.5時間であり, 差は 3.2時間で SRDEの方が整定時間
が短い. よって, 総ノルムが等しいとき, 近地点同様遠地
点でも SRDEを用いてフィードバックゲインを設計した
方が収束の速い制御器を設計可能であると言える.

4.2 制御開始位置での比較

主衛星の初期位置が近地点 (θ = 0), 遠地点 (θ = π),

θ = π/2, θ = 3π/2である場合の従衛星のL1ノルム, L1z

ノルムの比較を, 2つの設計法について行う.

4.2.1 RDEを用いた際の比較

図 3は L1, L1z ノルムを各 θ の場合について比較した
グラフであり, 図 4は各 θの場合について, 総ノルムを比
較したものである.

(a)L1ノルム (b)L1zノルム

図 3 整定時間-L1, L1zノルム

図 4 総ノルムの比較 (RDE)

図 4より, rが−1から−0.1875以内においては θ = 3π/2

の場合が総ノルムが最も小さい. しかし, −0.1875 < r ≤
1.3125の場合には, θ = π/2の場合が最も総ノルムが小
さい. また, r > 1.3125より大きくなると近地点の場合に
総ノルムが小さくなり, θ = π のとき最小ノルムをとる.

よって,用いる rの値により,主衛星が θ = 0, π/2, π, 3π/2

であるとき消費燃料が少ないと言える.

(a)整定時間 (面内) (b)整定時間 (面外)

図 5 整定時間

整定時間については, rの増加に伴い入力 ūが小さくなる
ため, 整定時間が大きくなることが分かる (図 5). 各初期
位置の場合で, 面内・面外ともに θの値による整定時間の
差はほぼない. また, rが小さいときは面内の整定時間と
面外の整定時間の差は小さいが, rの増加に伴い差が広が
り, 面外の方が長くなる. ここで, 整定時間が 10時間以内



の範囲で総ノルムが最大となる rをとり, 総ノルムの比較
を行うと,表 1となる. このとき主衛星はA0 = 12, 000km

の楕円軌道を飛行するとした. 表 1より, 整定時間が 10

時間以内と等しいときには θ = π/2から制御を開始した
方が良いと言える.

表 1 各主衛星の位置での総ノルム
主衛星の位置 r 総ノルム 有次元 (m/s)

θ = 0 0.9375 0.0138 80.0

θ = π/2 1.0625 0.0130 75.0

θ = π 0.9375 0.0144 83.0

θ = 3π/2 0.9375 0.0139 80.1

4.2.2 SRDEを用いた際の比較

図 6は L1, L1z ノルムを各 θ の場合について比較した
グラフであり, 図 7は各 θの場合について, 総ノルムを比
較したものである.

(a)L1ノルム (b)L1zノルム

図 6 r-L1, L1zノルム

図 7 総ノルムの比較 (SRDE)

図 7より, ρの値により総ノルムが最小となるときの θの
値は変化すると分かる. −0.6875 ≤ ρ < 0.1875において
は θ = 3π/2の場合の総ノルムが最も小さく, それ以外の
範囲では近地点の場合が最も小さい.

(a)整定時間 (面内) (b)整定時間 (面外)

図 8 整定時間

整定時間については, ρの増加に伴い整定時間が大きくな
ることが分かる (図 8). 各位置の場合で, 面外については

主衛星の初期位置に依存せずほぼ同じ値をとる. また, 面
外の整定時間よりも面内の整定時間が長く, ρの増加に伴
い面内と面外の整定時間の差が大きくなる. ここで, 整定
時間が 10時間以内の範囲で総ノルムが最大となる ρをと
り, 総ノルムの比較を行うと, 表 2となる. このとき主衛
星は A0 = 12, 000kmの楕円軌道を飛行するとした. 表 2

より, 整定時間が 10時間以内と等しいときには近地点か
ら制御を開始した方が良いと言える.

表 2 各主衛星の位置での総ノルム
主衛星の位置 ρ 総ノルム 有次元 (m/s)

θ = 0 0.4375 0.0123 70.9

θ = π/2 0.3750 0.0128 73.8

θ = π 0.4375 0.0126 72.6

θ = 3π/2 0.4375 0.0124 71.5

5 おわりに

本研究では, 楕円軌道上の漸近的フォーメーション形成
問題を考察した. 主衛星の軌道が円軌道である場合 Hill-

Clohessy-Wiltshire方程式と同様に, 楕円軌道である場合
TH方程式も特異リッカチ微分方程式で設計したフィード
バックの方が, 等しい総ノルムを用いる場合, 整定時間が
短いため, リッカチ微分方程式で設計したフィードバック
よりも整定時間の面では性能がよいことが分かった. ま
た, 主衛星が θ = 0, π/2, π, 3π/2から制御を開始した場合
の L1ノルム, L1z ノルムを比較した結果, r, γ の値によ
り最小の総ノルムをとる場合は変化すると分かった. ま
た, 例えば整定時間が 10時間以内としたときには, 特異
リッカチ微分方程式で設計したフィードバックゲインを
用い, かつ主衛星が θ = 0にきた場合に従衛星の制御を開
始する場合に総ノルムが最小となることが分かった. ま
た, リッカチ微分方程式・特異リッカチ微分方程式におい
て総ノルムを最小にする場合は θ = π, 0の場合であった.
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