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1 はじめに

ヘリコプタは不安定系であり, 非線形特性が強いため制
御するのは容易ではない. そのため, ヘリコプタの自動操
縦のための制御系設計問題は実用性が高く, また制御理論
の観点から見ても興味深いものがある.

本研究では, Quanser社の 3自由度ヘリコプターを制御
対象とし, 機体姿勢と位置の制御を目的とした制御器設計
を試みる. よく行われるようにシステムを平衡点周りで
線形化して設計を行うと, 非線形特性を無視することにな
るため, 今回のような非線形特性の強い制御対象には不向
きである. そこで本研究では, 非線形 H∞ 制御理論を用
いることで, 非線形性を考慮した制御則設計を行う. 非線
形 H∞ 制御理論は線形 H∞ 制御理論の自然な拡張であ
り, いくつかの解法が提案されている. その中でも本研究
では, 非線形重みを導入することで線形行列不等式に帰着
する文献 [1,2]の設計法を用いる.

本論文の構成は次の通りである. まず, 2章では, 制御
対象の運動方程式を求め, 状態空間表現を導出する. その
際に, ホバリング入力を導入し, 偏差系の設計を行う. 3

章では, 非線形H∞制御理論を用いた制御則設計を行う.

章の前半に文献 [1,2]で提案されている非線形 H∞ 制御
則についての概要を述べる. その際, 非線形重みの役割に
ついても述べる. 後半に本研究で扱う実システムに対し
て行った設計について述べる. 4章では, 3章で設計した
制御則を用いてシミュレーションと実機実験を行い, 線形
の制御則との比較・考察を行う. 最終章では, まとめと今
後の課題について述べる.

2 制御対象

2.1 基本構造

制御対象である Quanser社 3自由度ヘリコプタ [3]の
概略図を図 1, 本研究で使用する各種パラメータを表 1に
示す.

図 1 Quanser社 3自由度ヘリコプタの概略図

表 1 パラメータ

記号 詳細 値 単位

Kf ロータの揚力定数 0.1188 [N/V]

Mf フロントロータの質量 0.77 [kg]

Mb バックロータの質量 0.77 [kg]

Mh ヘリコプタボディの質量 1.55 [kg]

Mw カウンタウェイトの質量 1.87 [kg]

Lb C, Dから各ロータ間の長さ 0.02 [m]

La BO間の長さ 0.665 [m]

Lw AO間の長さ 0.464 [m]

Lh BC，BD間の長さ 0.178 [m]

ϵh ヘリコプタボディから点Oへの仰角 0.128 [rad]

ϵw カウンタウェイトから点Oへの仰角 0.053 [rad]

g 重力加速度 9.81 [m/s2]

支柱 ABは支点 Oを中心として水平面内と垂直面内で
自由に回転でき, 基準点からの水平方向への回転角度を
λ[deg], 水平面を基準とした垂直方向の回転角度を ϵ[rad]

とする. 機体 CDは支柱ABを軸に自由に回転し, 水平面
からの回転角度を ρ[rad]とする. 機体の前後に取り付け
られたモータに電圧 Vf [V ], Vb[V ]を加えることで揚力を
得ることができ, 機体の制御が可能になる.

2.2 モデリング

Lagrangeの運動方程式より,運動方程式を導出する. 本
研究で使用する実験機はフロントロータとバックロータ
が同じ方向に回転するため, 反動トルクAt(t)の影響が無
視できない. 反動トルクは

At(t) = LaKfat(Vf(t) + Vb(t))

のようにモデル化でき, 実験によれば at ∼= −0.08である.

反動トルクを考慮した運動方程式を導出すると以下のよ
うになる:

ϵ̈(t) =
LaKf

Jϵ
(Vf(t) + Vb(t))(cos ρ(t) + at sin ρ(t))

+ Lϵ(t) +
1

Jϵ
w(t), (1)

ρ̈(t) =
Kf

Jρ(t)
Vf(t)(Lb sin ρ(t) + Lh cos ρ(t)) cos ρ(t)

+
Kf

Jρ(t)
Vb(t)(Lb sin ρ(t)− Lh cos ρ(t)) cos ρ(t),

(2)

λ̈(t) =− LaKf

Jλ(t)
(Vf(t) + Vb(t))(sin ρ(t) + at cos ρ(t))

+ Lλ(t) +
1

Jλ
w(t). (3)
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a
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sin(ϵ(t)− ϵh) cos(ϵ(t)− ϵh)λ̇

2(t)

−MwL
2
w

Jϵ
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Jϵ
sin(ϵ(t)− ϵh) +
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Jϵ
sin(ϵ(t)− ϵw),

Lλ(t) = −2MhL
2
a

Jλ(t)
sin(ϵ(t)− ϵh) cos(ϵ(t)− ϵh)ϵ̇(t)λ̇(t)

−2MwL
2
w

Jλ(t)
sin(ϵ(t)− ϵw) cos(ϵ(t)− ϵw)ϵ̇(t)λ̇(t)

である. Lϵ(t)の式の第 1 項, 第 2 項は支点 Oから外方
向にかかる遠心力であり, 第 3 項, 第 4 項はヘリコプタ総
質量, カウンタウェイトにかかる重力による影響である.

Lλ(t)の式の第 1 項, 第 2 項はコリオリ力の影響である.

2.3 状態空間表現の導出

求まった制御対象の運動方程式から, 状態空間表現によ
る数学モデルの導出を行う. 導出の際に, 平衡点からの偏
差系を考え, ϵ = λ = 0を平衡点にするような姿勢角 ρa
とホバリング入力 Vfh, Vbh を以下のように定める:

ρa = tan−1(−at),

Vh =
MhgLa sin(−ϵh)−MwgLw sin(−ϵw)

KfLa(cos ρa + at sin ρa)
,

Vfh = Vh
−Lb sin ρa + Lh cos ρa

2Lh cos ρa
,

Vbh = Vh
Lb sin ρa + Lh cos ρa

2Lh cos ρa
．

定めた平衡点から偏差を考え, ρ(t) = ρa +∆ρ(t), Vf(t) =

Vfh + ∆Vf(t), Vb(t) = Vbh + ∆Vb(t)とする. また, 系が
ゆっくりと動くと仮定し, ϵ̇(t)λ̇(t) ∼= 0, λ̇2(t) ∼= 0, ϵは常に
零近傍であると仮定し Jλ(t) ∼= J̃λ = MhL

2
a cos

2(−ϵh) +

MwL
2
w cos2(−ϵw)とする. 以上を施し, 状態変数を x(t) =

[ϵ ∆ρ λ ϵ̇ ∆̇ρ λ̇
∫
(ϵref − ϵ)dt

∫
(λref − λ)dt]T,入力

を u(t) = [∆Vf ∆Vb]
Tとしたときの数学モデルが以下の

ように得られる:{
ẋ(t) = Ax(t) +B1w(t) +B(t)u(t) +N(t) , (4)

(5)

A =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 aϵ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 aλ 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0
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0

0

0
1
Jϵ

0
1
Jλ

0

0


,

B(t) =



0 0

0 0

0 0

bϵ(t) bϵ(t)

bρf(t) bρb(t)

bλ(t) bλ(t)

0 0

0 0


, N(t) =



0

0

0

nρ(t)

0

0

0

0


,

aϵ =
LaKf

Jϵ
Vh(− sin ρa + at cos ρa),

aλ =− LaKf

Jλ
Vh(cos ρa − at sin ρa),

bϵ(t) =
LaKf

Jϵ
(cos(ρa +∆ρ(t)) + at sin(ρa +∆ρ(t))),

bρf(t) =
Kf

Jρ
Lb sin(ρa +∆ρ(t)) cos(ρa +∆ρ(t))

+
Kf

Jρ
Lh cos(ρa +∆ρ(t)) cos(ρa +∆ρ(t)),

bρb(t) =
Kf

Jρ
Lb sin(ρa +∆ρ(t)) cos(ρa +∆ρ(t))

− Kf

Jρ
Lh cos(ρa +∆ρ(t)) cos(ρa +∆ρ(t)),

bλ(t) =− LaKf

Jλ(t)
(sin(ρa +∆ρ(t)) + at cos(ρa +∆ρ(t))),

nρ(t) =
LaKf

Jϵ
Vh(cos ρa + at sin ρa) cos∆ρ(t)− Lϵ(t).

3 非線形H∞制御則の設計

非線形H∞制御問題とは「与えられた正定数 γに対し
て, 閉ループシステムを内部 (指数)安定にし, かつ外乱入
力ｗから評価出力ｚまでの L2 ゲインが γ 以下となる
制御器 uを設計せよ」という問題である. そのため, 常に

∥z∥2
∥w∥2

≤ γ　 (6)

とするような制御則でなければならない. 今回のように,

非線形の制御対象に対して非線形H∞制御論を適用する
場合, ハミルトンヤコビ偏微分不等式を解く必要が生じる
が, 解析的にハミルトンヤコビ偏微分不等式を解くことは
容易ではない. そこで, 文献 [1, 2]で提案されている非線
形重みを導入する設計法を用いることで, ハミルトンヤコ
ビ偏微分不等式を解かずに済ます非線形H∞制御則の設
計を行う.

3.1 非線形重みを用いた非線形H∞ 制御則

評価出力に図 2 のブロック線図のように非線形重み
l(x), a(x) を導入した一般化制御対象を考える. このと
きの一般化制御対象は次式で表される. ただし, W1(s)は
評価出力にかかる周波数重み, W2(s)は入力にかかる周波
数重みだが, 本研究ではW1(s) = W2(s) = 1とした:{

ẋ(t) = Ax(t) +B1w(t) +B(x)u(t)

z = l(x)C1x(t) + a(x)D12u(t)
. (7)



図 2 非線形重みを用いた一般化制御対象

ここで, 非線形重み l(x), a(x)をl(x) =
√
1 +m0(x)xTPB(x)BT(x)Px

a(x) = 1√
1+m0(x)xTCT

1 C1x

(8)

と定義する. ただし, m0(x)は任意の正定スカラー値関数
である. 定義された非線形重みを用いた一般化制御対象
に対して,

PA+ATP +
1

γ2
PB1B

T
1 P + CT

1 C1 < 0 (9)

を満たす行列 P が存在すれば, 非線形H∞制御問題が達
成される制御入力 u(t)が以下のように求まる:

u(t) = − 1

a2(x)
BT(x)Px(t). (10)

3.2 非線形重みの役割

非線形重み l(x), a(x)を式 (7),式 (8)にした理由が 2つ
ある. 1つ目は, 非線形H∞制御則を設計する上で満たさ
なければならない条件(

1− l2(x)
)
xT(t)CT

1 C1x(t)

+
1

a2(x)
xT(t)PB(x)BT(x)Px(t) ≥ 0 (11)

が存在する. この条件を自動的に成り立たせるような非
線形重み l(x), a(x)を設計する必要がある.

2つ目は, 制御対象を考慮する. 数式モデルを見ると, λ

に対しての入力項 (B(x))が原点近傍外で大きくなるため,{
・原点近傍外で状態の大きさを抑制する　

・入力は可能な限り制限する

とするような非線形重み l(x), a(x)にしたい. そこで, 原
点近傍では a(x) ≈ 1, 原点近傍外では a(x) ≪ 1となるよ
うな重みの設計を行う. そうすれば, 図 3のように原点近
傍外では線形制御器に比べて状態 xの大きさをより抑え
た制御が可能となる.

以上の理由から非線形重み l(x), a(x)を式 (7),式 (8)に
定義する.

図 3 状態 xと入力 uとの関係

3.3 制御則設計

条件式 (8)が成り立つのは行列 Aが内部安定のときで
ある. しかし, 本研究で使用する実システムは行列 Aが
不安定であるため, そのまま実装することができない. そ
こで,システムを内部安定にする制御器KLを事前に設計
し, システムを以下のように変換する:

ẋ(t) = Ax(t) +B1w(t) +B(x)uL(t) +B(x)uN(t)　

= (A+B(x)KL)x(t) +B1w(t) +B(x)uN(t)

= Ã(x)x(t) +B1w(t) +B(x)uN(t). (12)

このシステムに対して非線形重みを用いた非線形 H∞

制御則を実装する. ただし, 制御器 KL と行列 P を設計
する際, 行列 Ã(x), B(x)は状態 xを含むため, 状態 xの
変動範囲を考慮した設計法をとる.

本研究では, LMI∗を用いて, 変動領域に対して行列多面
体表現によるロバスト安定化制御器の設計法を行う. 行
列 Ã(t), B(x)に含まれる状態 xは ρ(t)であるため, ρは
ヘリコプタの仕様に基づく −30[deg] ≤ ρ ≤ 30[deg]の範
囲で保障する. 具体的には, 制御器 KL を設計する際は,

行列 B(x)の変動領域を
bϵmin ≤ bϵ(t) ≤ bϵmax

bρfmin ≤ bρf(t) ≤ bρfmax

bρbmin ≤ bρb(t) ≤ bρbmax

bλmin ≤ bλ(t) ≤ bλmax

と表し, この端点領域に対してロバスト保障を行う. 行列
P を設計する際は, 行列 Ã(t)がA+B(x)KLであるため,

制御器 KL と同様の変動領域の保障を行う. 以上を行え
ば, 単一の制御器KLと正定対象行列 P が導出される. 導
出された制御器KL と行列 P を用いて入力 u(t)を

u(t) = (KL − 1

a2(x)
BT(x)P )x(t) (13)

と定めることで, 不安定なシステムに対する非線形重みを
用いた非線形H∞ 制御則を設計する. この設計した制御
則をシミュレーションと実機実験から有用性を確認する.

∗Linear Matrix Inequality: 線形行列不等式の略称



4 シミュレーションと実機実験

3章で求まった制御則に対してシミュレーションと実機
実験による検証を行う. シミュレーションと実機実験の
際に使用する制御目標は, 「平衡状態 ϵ = λ = 0[deg]か
ら ϵ = 0[deg], λ = 25[deg]の状態に移動したあと, その場
にとどまる」とした. シミュレーションでは, 30秒後に ϵ

と λに定常外乱を加え, 外乱抑制性能を確かめた.

図 4 がシミュレーション結果, 図 5 が実験結果を示し
たグラフである. それぞれ状態変数である ϵ, ρ, λの結果
を記載した. 黒の実線が目標値, 赤の実線が非線形 H∞

制御則を実装した結果, 青の実線が比較のため線形制御
u(t) = KLx(t)のみを行った結果である.

図 4 シミュレーション結果

図 5 実験結果

シミュレーション結果では, 非線形制御, 線形制御とも
に追従, 外乱抑制が行われており, 制御目的は達成されて
いる. 比較した場合, 若干ではあるが非線形 H∞ 制御則
を適用した結果の方が収束性や状態の変動を抑えられて
いることが見て取れる. この結果から, 非線形重みの導入
により状態 ρの変位による影響を考慮できているのでは
ないかと推測される.

実験結果では, 非線形制御と線形制御の間に大きな違い
はなく, 改善は見られなかった. シミュレーション結果と
実験結果を比べると, 各状態変数の振る舞いが異なってい
ることが見て取れた. これにより, 実際のモデルと制御則
作成時に使用しているモデルが異なっている可能性があ
るため, 狙った性能を十分に引き出せなかったのではと予
想される.

5 おわりに

本研究では, ヘリコプタの数学モデルに対して非線形重
みを導入した非線形H∞ 制御則の設計を試みた. その結
果, シミュレーションではその効果が見られたものの, 実
機実験では見られなかった. 理由として, 制御則設計時
に用いた数学モデルが実機と異なっていることが予想さ
れる.

さらに, 効果が微小だったことに対して, 非線形H∞制
御則とシステムの内部安定性を保持する制御器 KL を別
で設計したことが問題ではないかと予想される. 用いた
非線形H∞制御則はシステムの内部安定性に依存してい
るため, 制御器KL の性能に大きく左右される. また, 制
御器 KL の設計の際に使用している重みが固定のもので
あり, 非線形H∞制御則で用いる非線形重みとは異なる.

このような事実から, 非線形重みの役割が限られてしま
い, 十分に活用することができていない可能性があると推
測される.

以上の考察から, 今後の課題として, より精度の高いモ
デルの設計, 内部安定性を考慮した制御則の考案が挙げら
れる. 参考文献 [2] では制御対象が内部安定でない場合の
設計法を与えている. しかし, 制御対象が線形システムで
あるため, 今回の制御対象には適用できない. 非線形の制
御対象への拡張ができるかどうかは今後の課題である.
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